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Présentation du plan de cours

Le cours s’organise en 2 parties. Une premiére partie est dédiée & une in-
troduction de notre problématique de valorisation des produits financiers et
propose une description de ces produits et de leur principe de valorisation. La
seconde et la troisiéme parties s’attachent & appliquer ces principes a la valori-
sation des produits dérivés et de présenter ainsi les méthodologies utilisées en
salle des marchés.



Part 1
Instruments financiers

1 Définition

Un actif ou instrument financier est un moyen d’effectuer des transferts intertem-
porels de richesse et de risque sur cette richesse. Ils permettent aux intervenants
de s’échanger des flux financiers présents et futurs, connus ou encore incertains
au moment de la mise en place de I'instrument financier.

2 Typologie et principe d’évaluation

La typologie utilisée habituellement distingue deux grands groupes d’actifs : les
actifs de base et les actifs dérivés qui sont des actifs dérivés des actifs de base.

2.1 Actifs de base

Dans le but de clarifier I’exposé, on se propose tout d’abord de dresser une liste
des actifs de base. On distinguera 4 types d’actifs de base. Nous donnerons
pour chacun une description et pour certains les principes de valorisation.

2.1.1 Actions

Une action est un titre de propriété sur une entreprise qui donne droit entre
autre au versement d’une partie des bénéfices futurs ou dividendes. Ces divi-
dendes sont aléatoires dans la mesure ot le montant n’est connu que peu avant le
versement. L’acquéreur de I’action a donc échangé un flux A, le prix de 'action,
au moment de 'acquisition de I'action contre un multitude de flux futurs in-
certains. Parmi ces flux futurs on peut compter le flux généré par le revente
éventuelle du titre. La encore le montant de ce flux de revente est inconnu au
moment de la mise en place de 'acquisition de I'instrument financier.

Le prix d’une action aujourd’hui est donc la valeur accordée par les inter-
venants du marché aux flux futurs auxquels 'action leur donne droit. Ce prix
fluctue jour aprés jour suivant 'anticipation que peuvent avoir les intervenants
sur la hauteur de ces flux, leur variabilité et I'intérét qu’ils y accordent. Le prix
n’est pas le résultat d’une évaluation théorique mais la résultante d’un équilibre
entre loffre et la demande.

2.1.2 Obligations

Une obligation est un titre de dette émis par une institution ou une entreprise.
Il s’agit pour I’émetteur d’emprunter de I'argent par l'intermédiaire de titres
négociables. Les flux futurs regus par ’acquéreur de I'obligation sont calculés a



Figure 1: obligation zéro coupon

100 euros

partir d’un taux fixe comme les OAT (Obligation assimilable du Trésor, oblig-
ation émise par 'Etat) ou de taux indexés sur I'inflation, par exemple.

De méme que pour les actions les prix des obligations fluctuent en suivant
un niveau changeant d’équilibre entre 'offre et la demande. En revanche, une
évaluation théorique peut étre utile pour mettre en relief des arbitrages possibles.

Valorisation des obligations & coupon fixe

Prix d’une obligation zéro coupon ou « strip » Une obligation zéro
coupon est un actif qui verse un flux fixe a une date future T. On peut résumer
cet actif par le schéma 1:

100 est appelé nominal ou notionnel. Le prix en t de cet actif est formalisé
par :

100 x B(t,T)

ou plus généralement
N« B(t,T)

avec N le notionnel de I'obligation zéro-coupon et B(t,T') le prix zéro-coupon.
Introduisons la notion corollaire de taux zero-coupon R(t,T), qui est le taux de
rendement actuariel du zero-coupon. Il s’agit du taux auquel les 100 euros sont
empruntés (ou prétés) La formule qui le définit est la suivante :

1

BOT) = Ty

Remark 1 Les taux qui prévalent a chaque instant sur le marché résultent d’un
équilibre entre offre et la demande de liquidité immédiate et a terme. Ils sont
le reflet d’un équilibre macro économique qui s’établit entre les intervenants
préteurs et les intervenants emprunteurs.

Prix d’une OAT a taux fixe Lorsque I’Etat émet a t une obligation
a taux fixe S, il emprunte un nominal N et s’engage en contrepartie & verser,
généralement annuellement, un coupon que 1’on notera C tel que

C=S8*«N



Figure 2: OAT

R SR S

, et & rembourser le capital a la date d’échéance T,,. Le schéma des flux est
donné par la figure 2.0n peut considérer toute OAT comme une combinaison
linéaire d’obligation zéro-coupon. Ainsi a chaque date 7 supérieure ou égale
a t, il est possible d’évaluer I'obligation en considérant chacun des flux futurs
comme celui d’une obligation zéro coupon. On a alors:

P, = Y CxB(r,T;))+ NB(r,T,) (1)
T;>T

= N|> S«B(r,T)+ B(r,Ty)
T;>T

Le marché des OAT est en France un marché liquide : il est donc possible
4 tout moment, en interrogeant le marché, de connaitre le prix des obligations
existantes. Les prix recueillis et le formalisme de 1’équation (1) permettent de
calculer le prix des zero-coupon. On dit aussi «stripper la courbe des taux».
Dans la mesure ot le marché des strips ou zero-coupon est liquide il peut égale-
ment apporter une information complémentaire. Mais le strip est en fait un
produit dérivé des obligations qui sont la véritable source de valorisation des
zéro-coupons.

Exercise 1 TD1

2.1.3 Absence d’Opportunité d’Arbitrage (AOA).

Definition 2 Une opportunité d’arbitrage est la possibilité donnée a un inter-
venant du marché de monter une opération a investissement nul lui rapportant
dans le futur des gains toujours positifs et strictement positifs avec une proba-
bilité non nulle.

Exercise 2 TD1

2.1.4 Change

Un taux de change est le prix d’une devise exprimé en une autre devise. Le prix
en Yen d’un dollar était au 22 Janvier 2004 de 107. Cette valeur, qui résulte d’un



Figure 3: contrat d’achat a terme de 3 millions de dollars

T

3M dollars

3IM * X yens

équilibre entre loffre et la demande (dans le cadre de parité libre), fluctue jour
apreés jour. Sur le marché des changes peuvent étre aussi considérés comme actifs
de base les contrat a terme de change. Il s’agit pour un intervenant d’acheter
pour une date future déterminée dans le contrat un certaine quantité de devise
a un prix préfixé. Supposons qu'un industriel japonais ait acheté des biens de
production & un industriel Américain et ce pour un montant de 3 millions de
dollars. Cet industriel japonais doit s’acquitter a la date T d’une facture en
dollar d’'un montant de 3M. Nous sommes en t et notre acheteur japonais, pour
ne pas subir de risque d’une dépréciation éventuelle du yen (hausse du prix du
dollar en Yen, le dollar Yen passant pour fixer les idées de 107 a 120 ) décide
de rentrer dans un contrat d’achat a terme de 3 millions de dollar. On peut
résumer la transaction par le schéma 3.

Pour une valeur X particuliére appelée taux de change & terme la transac-
tion est a colt nul, c’est-a-dire qu’elle ne génére pas en t de paiement d’une
contrepartie vers Pautre. Nous noterons par la suite cette valeur X(t,T).

Une fois le contrat en place, notre acheteur japonais a ’assurance, mais
également l'obligation, de pouvoir acheter a la date T les 3 millions de dollars
nécessaires au réglement de sa facture pour une somme en Yen qui est fixée en
t, et ce quelle que soit ’évolution de la parité dollar/yen.

Principe d’absence d’opportunité d’arbitrage appliqué a la valorisa-
tion des contrats a terme de change Quelle est la valeur de X(t,T) ?
Pour répondre a cette question procédons en deux étape : la mise en place
d’une stratégie répliquante puis la mise en oeuvre du principe d’AOA.



Figure 4: Réplication d’un achat a terme de 3 millions de dollars — point de
vue de la banque
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Mise en place d’une stratégie réplicante a base d’actifs de base:
change spot et zéro-coupons (cf figure 4) Pour garantir a I’acheteur
japonais le versement de 3M de dollars au taux de change a terme X(t,T), la
banque qui a proposé l'actif met en place le montage suivant. Elle achéte deés
aujourd’hui sur le marché US un zéro coupon de nominal 3M et d’échéance T.
En T elle recevra les 3M de dollars. Un tel zéro coupon lui cotite en t,

BYS(t,T) «3M
dollars. Pour financer un tel achat elle s’endette en Yen a hauteur de
BYS(t,T) % 3M % X (t)
qu’elle devra rembourser en T pour un montant de
BYS(t,T) « 3M x X (t)/B'PY (¢,T)

Ce montage permet & la banque de mettre a disposition de son client les
3M de dollars a la date T. En contrepartie de ces 3M de dollars , la banque
demandera & son client de lui verser en yen, toujours a la date T, la somme de

BYS(t,T) % 3M * X (t)
BJPY(t, T)

somme qui permettra a la banque de rembourser sa dette en Yen. On a donc,
dans le cadre de cette stratégie de réplication



X(t)BYS(t,T)

3Mx X(6T) = 3M » “prmee o

On obtient alors :
X(.T) = X (t)BYS(t,T)
A BJPY (¢, T)

Mise en oeuvre du principe d’AOA Pour valoriser les actifs sur les
marchés liquides on fait I’hypothése que sur ces marchés il y a AOA. Cette
hypothese se justifie par le fait que, sur les marchés liquides, les opportunités
d’arbitrage sont trés vite repérées par des arbitragistes et que le marché sous
leur intervention se « rééquilibre » trés rapidement avec les mécanismes que
nous avons pu voir précédemment.

L’évaluation que nous allons faire ici de X(t,T) repose sur ’hypothése que le
marché des contrats a terme de change est bien arbitré, c’est-a-dire qu’il n’existe
pas d’opportunité d’arbitrage.

Prouvons donc que cette valeur obtenue par réplication est la seule qui convi-
enne sous 'hypothése d’AOA, c’est-a-dire que si la banque, par erreur, proposait
un contrat & terme avec taux de change & terme différent de X(t,T), on aurait
une opportunité d’arbitrage. Supposons que la banque propose un contrat &
terme & valeur X’ > X (¢,T). Alors il est possible d’effectuer le montage illustré
par la figure 5.

L’arbitragiste met en place une combinaison de réplication de vente & terme
de dollars (cf figure 4 : mais attention ici, celui qui met en place la stratégie
de réplication n’est pas la banque, qui se couvrait d’un contrat a terme passé
avec un client, mais l’arbitragiste) et d’un contrat de vente a terme passé avec la
banque au taux X’. Par construction I'investissement en t est nul. En revanche,
il génére en T un flux strictement positif en Yen de

X(t)BYS(t,T)
BJPY (t, T)

Ce qui est incompatible avec ’absence d’opportunité d’arbitrage.

Inversement on montre que si un intervenant propose un contrat a terme a
X' < X(t,T) il est possible de I'arbitrer, ¢’est-a-dire de monter une opération
financiére & cott nul qui rapporte une somme positive avec une probabilité non
nulle, en 'occurrence dans ce cas particulier & coup sr.

En la présence d’une opportunité d’arbitrage, les arbitragistes auraient mas-
sivement acheté des dollars a terme (dans le cas X’ < X (¢,7)) ou inversement
vendu des dollars & terme (dans le cas X’ > X(¢,T)) aux contreparties pro-
posant X’. Ces contreparties s’apercevant que le prix qu’elles proposent suscite
des demandes importantes réajustent leur prix, ce qui a pour effet « réequilibrer
» le marché vers la valeur X (¢, 7).

3M x X' — 3M =3M* (X' — X(t,T)) >0

Exemple numérique des taux de change a terme sur données du 22
janvier 2004 Pour donner une idée concréte des taux forward que 'on peut

10



Figure 5: Stratégie d’arbitrage des contrats a terme de change — point de vue
de larbitragiste

Contrat a terme de vente de $ Produit de la vente dgs
passé avec la banque dollars a terme : 3M [¥ X

Flux net nul

Vente des dollars a 1

banque : 3M $
+
Zéro-coupon US :3M $
Remboursement de I’emprunt
des yens :3M * X(t, T)|yens
éplication d’un contrat a v

terme d’achat de $
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Figure 6: Dollar/Yen forward au 22 janvier 2004

date a8 2dav06 2Hav-06 24av07  24anv-08 24av-0 2jav-10 24anv11 2janv-12
change foverd 107 105 1 100 a7 A R 89 8

obtenir actuellement nous donnons figure 6 la valeur du taux de change forward
pour différentes maturités. La date d’évaluation est le 22/01/04 Le premier taux
de change donné est en fait le taux de change spot dollar/yen du 22 janvier.

On s’apergoit sur ces valeurs que notre acheteur japonais en achetant a terme
peut vouloir profiter de la faible cherté du dollar & terme.

2.1.5 Matiéres premiéres

Le marché des matiéres premiéres a vu le développement de produits financiers
permettant aux acteurs de se couvrir contre les variations de prix. Il s’agit
essentiellement de contrat de vente et d’achat & terme. Sur certains marchés
ces contrats existent depuis trés longtemps (marché a terme de métaux & Am-
sterdam au 18éme, marché & terme de céréale au Chigago Board of Trade au
19eme) et sur certains sont ils nouvellement apparus comme sur le marché de
Pénergie (pétrole, gaz, électricité).

2.1.6 Marché des produits de crédit

Les Credit Default Swap ou CDS (cf figure 7)

Un CDS est un produit financier qui procure une assurance contre un événe-
ment de défaut d’une entreprise pré-définie. L’acheteur du CDS est ’acheteur
de la protection contre le risque de défaut de enterprise. En cas de défaut il
recevra une indemnité et en conterpartie il doit payer une prime, généralement
tous les 3 mois ou tout les 6 mois jusqu’au défaut de I’enterprise, s’il y a lieu ou
jusqu’a la maturité du CDS. Inversement le vendeur de la protection, le vendeur
du CDS, regoit la prime et paiera & ’acheteur une indemnité en cas de défaut.

2.1.7 Prix forward d’un actif

Nous sommes en t et 'on considére un actif S (une obligation ou une action)
dont on veut déterminer le prix a terme en T(>t).

Pour simplifier on considére que cet actif ne verse pas de coupon ou de
dividendes entre t et T.

De méme que dans le cas du change a terme nous plagons sous AOA et
raisonner en deux étapes : 1) établir un prix "de réplication", 2) conclure sur
ce prix en utilisant I’hypothése d’AOA.

Reéplication Considérons que nous sommes une banque et qu’'un client s’adresse
a nous pour une vente a terme. Il nous faut donc monter une stratégie que 1’'on

12



Figure 7: cash flow d’un cds
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Figure 8: achat a terme - point de vue de la banque

T

Le client nous
! remet ’actif

Nous achetons au
«4— client I’actif au
prix forward

représente par la figure 8 : nous sommes la banque et de notre point de vue
nous effectuons un achat a terme de Pactif S.

Pour répliquer de tels flux, la banque va mettre en place une stratégie a
base d’actifs de base qui sont ici, I'actif ’spot’, et une opération de "repurchase
agreement” dite ausi opération "repo”.

Repurchase Agreement Une opération de "repo” ou en anglais "repurchase
agreement” consiste en ’achat (ou la vente) d’un actif assorti(e) de la revente
(resp. du rachat) de cet actif. La revente ou le rachat s’effectue a une date et
pour une valeur qui sont fixées au moment de la mise en place de I'opération.
L’achat et la revente (ou symétriquement la vente et le rachat) s’effectue aupres
de la méme contrepartie. Cette opération est illustrée par la figure 9. Si I'on
note S; le prix d’achat/vente de l'actif, Py, le prix de revente/rachat, le taux
repo, noté r,.qp, est défini par 1'égalité:

Prepo = St * (1 + ’rrepo)

Nous venons de présenter les opérations de "repo” comme des opérations de
prét ou d’emprunt d’actif. Mais on peut renverser la perspective et les inter-
préter comme des des préts en emprunts de ”cash” avec nantissement. L’actif
est alors en quelque sorte un bien hypothéqué qui garantit le préteur de ”cash”
du remboursement & lissue du prét. Ce principe de nantissement qui donne
une garantie au préteur du cash explique que les taux "repo” sont généralement
inférieurs aux taux auxquels 'emprunteur peut emprunter lorsqu’il le fait sans
apporter de garantie au préteur (emprunt par émission d’obligation).

Réplication (suite) et conséquence de L’AOA  Nous (la banque) sommes
dans une position d’achat & terme. Nous nous couvrons par une opération ”repo”
et par une vente "spot” (”spot” signifie que I'on exécute la vente immédiatement,
c’est-a-dire en t). Le montage, sa couverture et la résultante sont représentés

14



Figure 9: opération de "repo”
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v

sur la figure 10. L’opération globale qu’effectue la banque est une opération qui
en t ne lui génére aucun flux, donc aucun investissement et qui en T lui rapporte

Pf — St (1 + rrepo)

Sous AOA une opération a investissement nul ne peut que rapporter 0. On
a donc :

Pf = St (1 + Trepo)

2.2 Produits dérivés

Les actifs dérivés sont de fagcon générale des contrats de vente ou d’achat d’actifs
financiers de base sous des contraintes particulieres. L’actif de base est alors
appelé actif sous-jacent. Contrairement au chapitre précédent il ne vous sera
pas proposé ici une description des différents actifs dérivés que 'on peut trou-
ver sur les marchés financiers. Nous nous concentrerons plutot sur les méth-
odes d’évaluation de ces produits. Nous commencerons par la description et
I’évaluation d’un actif dérivé simple : I'option d’achat ou de vente. La méthode
d’évaluation repose sur:

e une hypothése d’absence d’opportunité d’arbitrage, analogue a celle que
nous avons vue pour ’évaluation du taux de change a terme;

e une modélisation de I’évolution du court du sous-jacent, modélisation dont
nous n’avions pas eu besoin pour I’évaluation du taux de change a terme.

Les méthodes d’évaluation effectivement utilisées sur les marchés, proposent
une modélisation des cours des sous-jacents par un processus en temps con-
tinu. Avant d’exposer cette méthode, et pour mieux comprendre les principes

15



Figure 10: Montage complet de la banque : contrat a terme et couverture —
point de vue de la banque
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Figure 11: Achat avec couverture en cas de hausse de prix
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qui sous tendent 1’évaluation des produits dérivés, nous commencerons par des
modélisations du sous-jacent plus simples. Ce chapitre sur les produits dérivés
s’organisera de la facon suivante.

e Une description de notre produit de référence : 'option d’achat ou "call"
en anglais.

e Une évalution de ce produit dans un univers discret & une période et deux
états du monde.

La valorisation en temps continue sera abordée dans la seconde partie du
cours.

2.2.1 Call et Put sur actif

Un call sur un actif donne & son détenteur la possibilité d’acheter, mais non
I’obligation,a une date fixée ’actif & un prix K convenu & I'avance. Il va per-
mettre & un intervenant qui sait devoir acquérir cet actif & une date future de
se couvrir contre une hausse éventuelle du cours. A la date T d’acquisition, le
détenteur de option veut débourser, pour acheter actif, MIN (S, K) comme
illustré par la figure 11.

Pour avoir lassurance de ne payer que MIN(St, K), Pagent qui désire se
couvrir, achéte un produit financier, un call, qui lui versera 0 si ’actif sous-jacent
vaut moins que K et St — K sinon et donc synthétiquement M AX (St — K, 0).
Soit graphiquement ce que nous pouvons voir sur la figure 12.
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Figure 12: Payoff d’un call — point de vue du détenteur du call

MAX (S+-K,0)
payoff

v

Figure 13: Modeéle & 1 période et deux états

T Haut Py, Sh
1+r
Gy
t
S
1
C
Bas P, Sp
I+r
Cp

2.2.2 Valorisation par réplication dans un univers a deux dates et
deux états du monde : hypothése AOA et existence d’une
probabilité risque neutre

Un univers a deux dates et deux états du monde Nous sommes en t
et 'on admet que notre univers de valorisation puisse étre représenté par deux
dates t et T et deux états du monde en T, un état « haut » et un état « bas ».

Dans cet univers de valorisation nous disposons de deux actifs de base : un
actif sans rique et un actif risqué. L’actif sans risque est un placement zéro-
coupon au taux r. On le normalise de fagon qu’en t sa valeur soit 1. En T il
vaudra donc(1 + 7)T~* et ce, quel que soit I’état du monde. Si pour simplifier
on choisit T-t =1, alors en T Dactif sans risque vaut 14r. L’actif risqué qui
vaut S en t vaudra S, dans I’état haut et S, dans I’état bas avec S, > Sp.
La probabilité pour que I’état du monde "haut” (resp. ”bas”) se réalise est Py
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(resp.Py) .

Remark 3 l'inégalité Sy, > Sy, est stricte. Si l'on a ’égalité lactif est un actif
sans risque et l'opportunité d’une option ne se pose pas. Pi=pp € 10,1[. Le cas
ot l'un des deux coefficients vaut 1 est un cas dégénéré o 'opportunité d’une
option me se pose pas non plus.

Notre objectif L’objectif de cette section est double. Il est tout d’abord
de valoriser notre call sous ’hypothése AOA et plus généralement de montrer
I’équivalence :

il existe une probabilité Q dite "risque neutre” équivalente
AOA & a la probabilité historique sous laquelle les prix actualisés
des actifs, actifs de base et actifs dérivés, sont des martingales

(2)

valorisation du call Nous allons procéder pour valoriser notre call comme
nous ’avions fait pour I’évaluation du taux de change forward : évaluer un prix
de réplication puis utiliser ’AOA pour conclure.

Par combinaison linaire de ces deux actifs, il est facile de répliquer le payoff
du call

les contraintes sont les suivantes:

ax (L47)+B*Sp = MAX (S, — K,0)
ax(1+7r)+B*S,=MAX(S, — K,0)

Soit, si I’on note

e C,=MAX (S, — K,0)
et

e C,=MAX(S, — K,0)

ax(1+r)+ xS, =Ch
Oé*(l—l—T‘)—l—,B*Sb:Cb

Le systéme se résout de la facon suivante

B = (Cn—Cp)/(Sh—5Sp)

= [Ch — S * (Ch — Cb)/(Sh — Sb)]/(l + 7‘) = [CbSh — Cth]/[(Sh — Sb) * (1 + 7‘)]

Le prix de réplication de notre option est alors donnée par

C = axl1+p8x%S
= [CpSh — CrSe]/[(Sh — Sp) x (1 +7)] + (Ch — Cb)/(Sh — Sp) * S
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Que l'on peut réécrire en fonction des payoffs C}, et Cp et de coefficients
pondérateurs II;, et I, :

C =M+ Ch+ T, Gl/(1+7)] (3)
Avec
o Iy =[S*(1+1)-Sy] / (Sn-5b)
et
oI,  =[S*(141)-Sh] / (Sh-S)

En fin Phypothése d’AOA nous permet de conclure : le prix du call est son
prix de réplication, soit donc C.
Par ailleurs on remarque que:

1S =M +Su+T0+8)/(1+7)] (4)

ainsi que

(1= [ % (L) + 10+ (14 7))/(1+7) (5)

Propriétés des coefficients pondérateurs et mise en relief d’une prob-
abilité risque neutre

Montrons que II;, = 1 —II), et que II,—p; €10, 1|

I, = [S*(l-i-T)—Sh]/(Sh—Sb)
= [Sx(14+7r)—Sp+ Sy, — Sp]/(Sh — Sp)
= 1-1I,

Pour montrer que II, € ]0, 1[ partons de

I, = =[S+ (1 +7) = Sul/(Sh = Sb)

Pour montrer II; € ]0, 1] il nous suffit de montrer que
Sb<S*(1+T)<Sh

Montrons que I'on ne peut pas avoir S * (1 +17) < .S

Silona S*(1+7r)<S,alorsonaS*(l+r)<S,<S, On est donc en
présence d’un actif qui rapporte systématiquement plus que 'actif sans risque
et strictement plus avec une probabilité non nulle. Il y a alors une opportunité
d’arbitrage révélé par la stratégie d’investissement suivante: on emprunte au
taux sans risque et I'on place I’argent emprunté sur 'actif S. L’investissement
en t est nul et le revenu en T est positif et strictement positif dans ’état du
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monde "haut”, c’est-a-dire avec une probabilité non nulle. Conclusion en AOA
on ne peut pas avoir S * (1 + 1) < Sp.

De la méme fagon le lecteur montrera en s’appuyant sur ’hypothése AOA
que ’on ne peut pas avoir S, < S (1+7)

Conclusion

II, =1-1I,
iy €]0,1]

Probabilité risque neutre II;—;; peut s’interpréter comme un prob-
abilité. Cette probabilité est appelée probabilité risque neutre et notée Q.
Ii=pp € ]0,1[ entraine que Q est équivalente a la probabilité d’observation,
que I'on notera P et que ’on avait précédemment caractérisée par Pi—p ;. Dans
cette nouvelle perspective réécrivons les équations (3),(4) et (5).

St
= E¢9
St (1+T)
C
Ci=F (1+1")
Et trivialement . ...
1+7)
1 - 5o
((1+T))

Que vient on d’obtenir? On vient de montrer que sous I’hypothése AOA les
différents prix de notre marché s’établissent par I’espérance, sous une probabilité
Q équivalente a P, des gains actualisés. Ou encore, que les prix actualisés de
nos actifs sont des martingales sous Q.

Ou a t’on utilisé '’hypothése AOA ? On 'utilise par deux fois.

e lorsque 'on déclare que le prix de notre option est le prix du portefeuille
répliquant. En effet 'on montre en raisonnant comme nous avions fait
pour le taux de change forward, que si le prix de 'option n’est pas le prix
du portefeuille répliquant alors il y a une opportunité d’arbitrage.

e pour montrer que Q et équivalente a P.

Quelques mots supplémentaires sur Q. Elle est appelée probabilité risque
neutre. Rappelons-nous que pour obtenir le prix aujourd’hui d’'un flux fixe C
dans le futur il nous suffisait de ’actualiser. La probabilité risque neutre permet
d’étendre cette méthodologie & la valorisation de flux dont les montants ne seront
connus que lors du paiement : on actualise et ’'on somme les différents états du
monde en les pondérant par la probabilité risque neutre.

Enfin il est important de souligner que cette probabilité n’est pas la probabil-
ité historique. La probabilité historique n’intervient pas pour la valorisation du
call. Pour donner a QQ une interprétation économique, introduisons deux actifs
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élémentaires: un actif « haut » qui paie 1 Euro dans I’état haut et 0 sinon; un
actif « bas » paie 1 Euro dans I’état bas et 0 sinon. On montre facilement que
le prix de Dactif haut est II5/(14r) et que le prix de Pactif bas est IT,/(14r).
Ces actifs sont appelés prix d’Arrow Debreu. Ils forment la base canonique de
tous les payoffs possibles de notre monde simplifi¢. II;, et II, sont en fait (au
discount pres) plus des prix qu’une véritable probabilité.

En conclusion nous venons de montrer

AOA = il existe une probabilité Q dite "risque neutre” équivalente
a la probabilité historique sous laquelle les prix

des actifs, actifs de base et actifs dérivés, sont des martingales

Montrons la réciproque. Partons donc de I'’hypothése que tout payoff se
valorise par 'utilisation d’une probabilité risque neutre équivalente a la proba
historique. Montrons qu’alors une opportunité d’arbitrage n’est pas possible.
Dans notre monde simplifié, une opportunité d’arbitrage est une stratégie de
valeur nulle en t et générant en T un flux toujours positif et strictement positif
dans au moins un état du monde. Soit donc une stratégie qui génére en T un
flux toujours positif et strictement positif dans au moins un état du monde.
Montrons que la valeur en t d’un tel montage est strictement positif. Pour fixer
les idées notons f; le flux en I'état "haut” et f, le flux en 1’état ”"bas” avec
fi=np > 0 et £, > 0. Le prix en t de cette stratégie est donné par :

In T fo

F=TI
"My r T

Sous les hypotheses I, € ]0,1[, F est donc strictement positif. En con-
séquence sous ’hypothése d’existence d’une probabilité risque neutre équivalente
a la probabilité historique il ne peut y avoir d’opportunité d’arbitrage.

2.2.3 Marché incomplet : un exemple de pricing par sur-réplication
(TD)

Nous partons du modéle simple & une période mais cette fois on considére qu’au
temps T 3 états du monde distincts peuvent survenir. 2 actifs liquides sont
présents sur le marché : il s’agit d’un actif sans risque, qui vaut 1 en t et qui
vaut (14 7r) en T, et ce, quel que soit I’état du monde, et d’un actif S qui vaut
SientetS; enT, avec i = h,m ou b. Le tout est illustré figure 14. Nous
prendrons r = 0 et

Sy =
Sy, =
Sy =
Sy, =

=N e W
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Figure 14: Marché imcomplet

T

état h

état m

état b

Un trader recoit une demande de quotation pour un actif X qui génére en
T un flux X; = h, m, b avec

X, = 2
X, =
X, = L

Dans le cadre du modele a deux états du monde et deux actifs liquides la
méthodologie d’évaluation consistait a batir a partir de I'actif sans risque et
Pactif risqué S liquide un portefeuille répliquant le payoff du call que nous
avions a évaluer. Ici cela n’est plus possible.

Supposons que soit demandé au trader de vendre cet actif X.L’objet du TD
est de déterminer la valeur X; a laquelle le trader acceptera de vendre 'actif X.

Question 1 Montrer en quoi le trader ne peut pas répliquer parfaite-
ment X & partir de l'actif sans rique et de S.

Les objectifs du trader sont les suivants : se couvrir totalement et proposer
sous cette contrainte de couverture le prix le plus attractif possible. Autrement
dit, avec largent de la prime(= X;) que lui versera son client, le trader compte
acheter un portefeuille combinant 'actif sans risque et I'actif S tel que, quel
que soit I’état du monde, son portefeuille lui rapporte en T plus qu’il ne doit
reverser a l'acheteur de lactif X. Le trader doit toutefois « optimiser » son
portefeuille de fagon & demander & son client la prime la plus faible possible.

Question 2 Ecrire le programme d’optimisation linéaire correspondant
aux objectifs du trader.
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Rappel de programmation linéaire
Introduisons les notations :

e I={i:i=1,2,..m} J={j:7=12,.n}
e 1 et ¢ deux vecteurs deR"
e y et b deux vecteurs de R™

e A une matrice de M, ,,(R)

Par I; on note une partie des indices de I, ¢’est-a-dire quely C I et Iy = I\I;.
D’une fagon analogue, J; C J et Jo = J\J;.
Les deux problémes d’optimisation linéaires sous contraintes mixtes :

PB1 Min < c,x >
Sous (Ax); > b; 1€l
(A.T)Z =b; 1€ Iy
Ij Z 0 ,] S Jl

et
PB2 Maz < b,y >
y

Sous  (ATy);<¢;  jei
(AT?J)J =G JE Jo
y; =20 jeh

se nomment problémes duaux avec contraintes mixtes. On montre que si
I’ensemble admissible de PB1 est vide, il en va de méme pour PB2 ,et inverse-
ment. Par ailleurs si 'on note z* et y* les solutions du PB1 et de PB2 alors
ona<cz*>=<by" >

Question 3 Ecrire le dual du programme d’optimisation obtenu & la
question 2. L’interpréter en introduisant le concept de probabilité risque neutre.

Question 4 Résoudre les systémes de la question 2 et 3
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Part 11
Evaluation en temps continu

3 Théoréme de valorisation dans le cas monodi-
mentionnel et avec coefficients de diffusion non
stochastiques

3.1 Contexte de valorisation

Nous sommes en temps continu et 1’on se place dans un univers & horizon fini T.
Nous sommes en t. Sur le marché coexistent deux actifs liquides (actifs de base):
I’actif sans risque M et un actif risqué S. On travaille sr un intervalle de temps
[t, T] et un espace de probabilité (2, F, P). Les prix de ces deux actifs suivent,
sous la probabilité P, dite probabilité historique, les diffusions suivantes :

M.
Z]\g: =rdr
5 L = pudt + ocdWt

ou W est un brownien sous P et dont F est la filtration naturelle. p,r
o sont des parmeétres constants. Enfin on introduit les notions de portefeuille
autofinancant, d’opportunité d’arbitarge et de prix dé réplication de la fagon
suivante.

3.1.1 Portefeuille autofinancant

Un portefeuille autofinancant est un couple (o, 8,), . 1 de processus F,—adaptés
tels que: o

1) ftT las| ds < +00 p.s et ftT B2ds < 400 p.s.
et

2) ¥r € [t,T]

arM; + /BTST = ayM; + Btst + ftT a,dM, + ftT Bsts (6)

qui s’écrit également

d(asMg + 8,5s) = asdMg + 5,dSs

remarque: on remarquera que les conditions 1) permettent d’assurer une ex-
istense au processus définit par [, a,dM,+ [, B,dSs En effet pour que [, 8,dS,
ait un sens il faut que ftT BSspds + ftT B,Ss0dWT soit définit. Or pour que
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[ BySspds soit définit il suffit que ftT (8,5sp)° ds < 400 p.s. Puisque pour
tout w € Q la fonction s — S (w) est continue sur [¢, 7] alors S, (w) est borné
[t,T]. Ainsi

T T
/ (B,Ssp)” ds < +oop.s <= / B2ds < 4oop.s
t t

ce qui est assuré par 1) Méme remarque pour le terme | tT BSsuds et le terme
ftT asdM,

En posant :5': = S, /M, on peut réécrire la condition 2) en une condition
2bis) équivalente:

2bis) V1 € [t, T

ar + 8.5, = ap + B, + [T B,dS, (7)

qui s’écrit également
d (ozs + ﬂs:g\;) = 5sd§;

3.1.2 Opportunité d’arbitrage

Une opportunité d’arbitrage est stratégie de d’investissement construite & base
d’un portefeuille autofinancant et telle que:

L] Probap(atMt + BtSt = 0) =1
° ProbaP(aTMT + BpST <0)=0
° ProbaP(aTMT + BpST>0)>0

3.1.3 Prix de réplication

Soit un actif C' payant h (S7) en T. On appelle prix de réplication le prix d’un
portefeuille autofinacant dont la valeur est égale a h (St) en T.

3.2 Théoréme

3.2.1 Valorisation des actifs de base:

Il existe une probabilité Q équivalente & P telle que:

M; = E@lexp[—r(T —t)] Mr/F}]
Sy = E9[exp[-r (T —1t)]Sr/F
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3.2.2 Valorisation des actifs dérivés

Soit un actif C' payant h(St) en T et tel que E? [h? (Sp) /F,] < 400 et
EQ[h(Sr)/F,] est continue en 7.Alors, sous AOA, le prix de réplication de
C est unique et, par ailleurs, si 'on note Cy ce prix, on a

C; = E°[exp|[—r(T —t)]h(Sr)/F]
C; est appelé prix d’arbitrage de actif C.

3.3 Demonstration
3.3.1 Valorisation des actifs de base

On montre tout d’abord par le théoréme de Girsanov qu’il existe une probabilité
Q équivalente a la probabilité historique P telle que sous Q

as;

S =rdr + odW®
ott W¥ est un brownien sous Q.
Partons de s
T = pdr + odWF
S,
que 'on réécrit en
dS;
5 =(r+p—r)dr+odW? (8)

Definissons le processus W.Q par
dWE = (u —7)dr + cdW?l

soit

WTQ:WTP—I—/ 0ds

t

L, =exp {—/ OdWsP—l/ 92ds}
t 2/

L, est une martingale sous P car

e 1
EF |exp [5/ 0%ds| /F,| = exp [502 (T - t)} < +00
t
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Alors sous la probabilité @) de densité L par rapport a P, équivalente & P du
fait de la positivité stricte de Ly, W< est un mouvement brownien standart.
On peut alors réécrire 1’équation (8) en:

as-

o =rdT + odW? (9)

En intégrant I’équation (9) on obtient
1
ST = Stexp (7‘ (T* t) — 502 (T*t) +o (Wq@ - WtQ)>
d’ou
1
E®[exp[-r(T —t)Sr/F] = E° {exp [ (T —t)] St exp (r (T—-t)— 502 (T—t)+o (VV;2 - W?)) ,
1
= S,exp <—02 (T — t)) E° [a (ch;) - W,?) /Ft}
2
= St
ce qui nous permet de conclure que:
S = BQfexpl—r (T —1)] Sr/F)]

Sous Q la diffusion du prix de M est inchangé soit:

dj\ﬂf: = rdr
On a donc :
M, = E° lexp [—r (T — t)] M7/ Fy]

Sy E9 [exp [~r (T —t)] St/ F}]

3.3.2 Valorisation des actifs dérivés

Existense du portefeuille répliquant Posons:

—r(T—t)
h(St)/F;

A :EQ exp

Par construction A est une martingale sous Q.qui vaut %#h (St) en T.
Par ailleurs puisque nous nous sommes restreints aux fonctions payoff h tels que
EQ[h(Sr)/F,] est continue en t alors A, est une martinguale continue. Le
théoréme de représentativité des martingales nous permet de dire qu’il existe
un processus F-adapté! (K),.. ., tel que

A=A +/ K. dW@ (10)
t

1a filtration naturelle de W< est aussi la filtartion naturelle de W¥.
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T
avec / K2ds < 400 p.s. L’équation (10) se réécrit:
t

A, :At+/ B8.dS, (11)
t

avec 8, = % Posons ., = A, — BT§T. On remarque alors que 1’équation (11)

s’écrit encore

G+ 8.5 = an+ 8,8 + / 5,dS.
t

et que donc (o, B,),<,<p verifie les conditions d’autofinancement 2bis). Par
ailleurs la valeur en 7 du porteuille définit par (o, 3,) vaut:

Vi = (aT + /67—§T> M, = ATMT = EQ |:exp_T(T_T) h (ST) /FT]
En particulier, en T, on a une parfaite répliquation du payoff de C:

ex —r(T—t)
Vi = pTh(sT) « My = h(St)
t

T — rdr nous donne My = M;exp "(T—1),

puisque l'intégration de

-
Montrons, pour conclure sur I’existense d’un portefeuille autonfinangant ré-
pliquant C en T, que les conditions d’intégrabilité 1) sont vérifiees. Puisque

T T T
/ K2ds < +oo p.s. alors / B202S2ds < 400 p.s. ou encore / B2S%ds <
t t ¢
+00 p.s. Par ailleurs (S7),, < ¢tant continu sur [¢, T p.s., (S7);<, <1 est borné

sur [t,T] p.s. et donc

T
/ ﬁids < 400 p.S.
t

T T T
Par ailleurs / |as| ds < / |As| ds —l—/
t t t
T

sur [t,T] ps., (Ar);<,<p est borné sur [t,T] p.s. et donc / |As| ds Vest
- t

T T _
ds < / B2ds / S2ds et du fait que
t t

T T
/ Bids < 400 p.s.ainsi que / S2ds < 400 p.s.car (Sf)tgrgT est borné sur
t t

8,5,

ds. (Ar),<,<p €tant continu

B8,S;

T
également. Enfin par /
t

[t,T] p.s., on a:

T
/ |as| ds + 0o p.s.
t
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Unicité Montrons que sous AOA les portefeuilles répliquant C en T ont une
valeur identique en t.

Faisons ’hypothése qu’il existe deux portefeuilles autofinagants définis par
(0r, Br)icrer € (V45 6r) << répliquants C en T et tels que:

ai My + ;S > v My + 645,

Posons
g = (OétMt + ﬂtSt) — (’YtMt + 6tSt) (12)

Montons alors la stratégie définie par (¢ +7v; — ar,0: — B, )<, <p. On vérifie
aisément que cette stratégie d’investissement est un portefeuille autofinancant
de valeur nulle en t, du fait de I’équation (12), et de valeur eMp en T et donc
strictement positive avec probabilité non nulle. Il s’agit donc d’une opportunité
d’arbitrage. Ainsi sous AOA on ne peut avoir que:

oMy + 3,5 = v My + 61.5;

3.3.3 Conclusion

V1 € [t,T)
C, = E9[exp|[-r(T—-71)|Cr/F,]
S, = E9[exp[-r(T —7)|Sr/F;]
M, = E®[exp[—r (T — 1) Mr/F,]

On s’applique dans les deux paragraphes suivants a relever les analogies
avec le théoréme de valorisation sous le modeéle & une période et commenter les
différences.

3.4 Analogies avec le modéle discret & une période

e Dans les deux cadres, la construction du portefeuille répliquant meéne a
la mise en relief d’'une probabilté risque neutre sous laquelle les prix de
Pactif sans risque, l'actif risqué et Pactif C une fois discountés sont des
martingales.

e Dans les deux cadres, la probabilité risque neutre est équivalente a la
probabilité historique.

3.5 Différences

e Les opportunités d’arbitrage sont définies ici a partir de portefeuille ne
contenant que les actifs de base, restriction que nous n’avions pas en temps
discret. La conséquence est importante: dans le cadre discret le théoréme
d’évaluation parle du "prix" de 'actif dérivé alors qu’en temps continu on
parle de "prix d’arbitrage"
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e La stratégie de couverture n’est plus statique mais dynamique : le porte-
feuille répliquant est construit lors de la vente ou de I’achat au temps t de
Pactif C mais il subira au cours du temps des réarrangements. Il est trés
important de noter que la statégie mise en place est autofinangante. Ceci
signifie que les réarrangements de portefeuille au cours du temps se font a
cott nul.

e Nous n’avons pas montré ’équivalence (2). Nous avons simplement mon-
tré que '’AOA implique que il existe une mesure Q équivalente & P sous
laquelle le prix des actifs de base et le prix d’arbitrage de_certains (du fait
de la condition d’intégrabilité sur h (St)) actifs dérivés, une fois discoun-
tés, sont martingales. Démontrer la réciproque nécessite quelques restric-
tions. On peut la démontrer si, par exemple, on accepte de redéfinir les
opportunités d’arbitrage en se restreignant aux portefeuilles autofinacants
(ar, B,), dont la valeur est bornée inférieurement.

3.6 Formules Black et Sholes

Identification des coefficients du portefeuille répliquant, EDP, calcul du prix BS
et du delta:TD cours 3

3.6.1 TD calcul du delta BS

On a

ac

0S;

0 [B° [exp=r =0 (50 - K)* /]|

05,
0 [EQ {(St exp (r—30%) (T —t)+o (I/ng2 - WtQ) - K)+ /FtH
eprr(Tft) 75,
or

9 {EQ {(St exp [(r — 302) (T~ ) + o (W2 —W2)] - K)+ /Ft”

05,
a%t/_:o <Stexp Kr— %&) (T —1) —l—axx/ﬁ} —K)+g(3«") dx
/:Oaist [(Stexp KT %02> (Tt)JrU:r\/ﬁ} K)W g(z)dx
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avec g (z) la densité de la loi normale.
Ainsi :

aC
9C expr @

0S5}
/:x) a%t l(Stexp Kr %cﬂ) (T —1) +az\/T—t] - K>+] g(z)dz

/+°° exp [(r — %02> (T —t)+ ax\/ﬁ] 1{St exp[(r—302)(T—t) 4oy TT] >} (2) dz

—00

exp [(r _ %(72> (T - t)] ﬂ:sn_(r_%ﬁ)w_w exp [oay/T 1] » g (2) da

oVT—1
- +o0o ) 2
sl /"(K/s‘*(“%“z)”*“ P K_io ) (T —t) + aa:\/ITt] +g(z)dz
VTt
- +oo
exp [7’ (T — t)] /1"(K/St)*("+%02)(7"7t) g (:E) dx
oVT—t
soit
86’ +o0
25, /1n<x/st>7(r+%c,z)(pt) g (z)dx
ovT —t
= 1-N(-d)
= N(di)

3.6.2 Prix du call

Le prix du call est donné par:

Cps (t,T,r,S;, K,0) = S;N (d1) — exp~"T=Y) KN (dy)

In(S;/K) + <r+ %02> (T —t)
o dy — ——
In (S;/K) + <7"— 302) (T —1)

[ ] d2:d170 T—t=

oVvT —t

e ¢ est la date de valorisation de 'option
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Figure 15: valeurs numériques utilisées dans les figures 16,17, 18 et 19

strike 5
discount 0,9
vol 10%
maturité (T-t) 10

Figure 16: prix d'un call

call

prix
N
|

1 A —— prix du call

0 —— prix du call & maturité

niveau du sous-jacent

T est la date d’exercice de 'option

(T —t) est la maturité résiduelle de Poption

K est le strike de 'option
e S, est la valeur de ’action en t

e o est la volatilité du sous-jacent

Introduisons les notions suivantes

oC .
) A est appelé delta de I'option. Cette valeur comme nous le verrons
t
dans le paragraphe suivant sert au trader a monter son portefeuille de
couverture. Dans le cas d'un call, on a:

oC
a5, N (dy)
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Figure 17: delta d’un call

delta comme fonction du sous jacent

delta
=]
o

sous-jacent

oC
° N est appelé théta de 'option

82
) 357 est appelé gamma de l'option
i

0

Une illustration de ces formules est donnée par les figures 16 et 17.

3.6.3 Prix du put

Le prix du put est donné par
Pgs (t,T,7,8:, K,0) = exp "I KN (~dy) — S;N (—d,)

et son delta par
o°P
0S;

Une illustration de ces formules est donnée par les figures 18 et 19.

—N (=d1)

3.6.4 Prix forward d’un actif

On supposera dans cette section que le taux repo est égal au taux sans risque.
On se place dans la situation d’une banque s’engageant a t & vendre en T un
actif S au prix Pf. On a vu que dans la premiére partie du cours que pour
déterminer Pf la banque doit monter une stratégie & base d’actif sans risque et
d’actif risqué qui lui délivre les flux futurs tels que réprésenter figure 20.

Pour cela, la banque achéte en t 'actif S au prix S; et finance cet achat par
un emprunt d’'un montant S; sur la durée (T-t). L’opération est donc neutre
en t, la banque se portant acquéreur de I'actif en empruntant. En T elle aura
dans son portefeuille Pactif S et devra rembouser S; % exp”(T—* (emprunt au
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Figure 18: prix d’un put

put

—— prix du put
—— prix du put @ maturité

prix

niveau du sous-jacent

Figure 19: delta d’'un put

delta du put

sous-jacent

Figure 20: Vente forward par la banque de I'actif risqué S - point de vue de la
banque

<+ pf

i
¢ <+ actif
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taux sans risque 7). En T elle aura donc dans son portefeuille lactif que pourra
céder & son client en contrepartie de P¥ qui, somme qui permettra & la banque
de rembourser son emprunt. D’ott Pf = S, s exp” (T, Le raisonnement est en
tout point équivalent au raisonnement tenu dans la premiére partie du cours.a
une une différence prés toutefois: le 'repurchase agreement’ est remplacé ici par
un simple achat financé par I'actif sans rique. Dans la réalité des marchés, il
faudrait prendre en compte ce décalage de taux de financement/emprunt.

Une autre fagon de valoriser la valeur forward de 'actif est d’utiliser la for-
mule de valorisation démontrée précédemment et de dire que la banque n’accepte
de passer avec son client un contrat forward que si et seulement si le prix vu en
t de ces flux futurs est 0. Soit si et seulement si

EC [exp [-r (T — )] P/ /Fy] = E® [exp [~ (T — t)] Sr/F]

ou encore

| Pl =5, xexp (Tt ‘

3.6.5 Prix BS du call et du put comme fonction du prix forward de
Pactif.

Les formules de valorisation peuvent aussi s’exprimer en fonction du prix forward
de l'actif. On a dans le cas du call:

C (t, T,r,SI K, U) =exp (Tt [S;*FN (d) — KN (dg)] (13)
avec

In (S¥/K) + %(72 (T —1)

d =
* @ oVl —t
1

In (S{/K) — =o*(T —t)

[ ] dQ = 2

oVl —t

o ST =5, exp” (T : prix forward de Pactif

3.6.6 Volatilité BS implicite et smile

Pour une date de maturité T donnée sont cotés sur le marché un certain nombre

de calls et de puts pour différents niveaux de strike. Or les cotations ne sont

pas données en prix mais en terme de volatilité BS, dite "volatilité implicite".
Si l'on note f& (o) la fonction telle que:

fgs (0)=Cps (t,T,r,S, K, o)

alors la volatilité implicite d’un call de strike K et de prix Py est la valeur de
g BS implicite tolle fK . (o) = Px. On a donc

JBS implicite _ f§571 (PK)
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Figure 21: Smile

spot 110
T-t 2
discount 0,9
vol strike 90 95 100 105 110 115 120 130
vol de marché (vol BS implicite) 1530 1360 1240 11,70 11,50 11,80 12,60 15,7,
prix du marché 29,72 2533 2109 1714 1364 10,81 8,78 6,92
prix BS calculé avec la vol ATM 2918 2491 2084 17,06 1364 10,65 8,11 4,38
vol de marché (vol BS implicite)
2
% 16,00
£ 14,00 —vol de marché (vol
@ 1200 BS implicite)
a 12
< 10,00 T T
> 85 105 125
strike

Or sur de nombreux marchés on s’apercoit la volatilité implicite dépend
de K. Ce phénomeéne est appelé "smile" du fait de la forme de la fonction
o B implicite (|7} Nous en donnons un exemple numérique sur la figure 21. Un
tel phénomeéne vient contredire I’hypothése de diffusion que nous avions donnée
& savoir que sous la probabilité historique on a :

dgT = pdr + odW?

dM.;
M,
avec des coeflicients u, 7 et o non stochastiques. Le marché continue d’adhérer
a la formalisation BS, sait qu’elle est fausse et apporte des corrections qui se
traduisent par I’apparition de smile.
Ce phénomeéne est trés présent sur le marché des actions, sur le marché des
changes mais aussi sur le marché des taux d’intérét.

=rdr

3.7 Valorisation d’autres options exotiques (les calculs qui
suivent font en partie I’objet de TD)

3.7.1 Digitale sur le sous jacent S — lére méthode

Le payoff d’une digitale maturant en T et de strike K est donné par:
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On note D, le prix de cette digitale au temps 7. En application du théoréme
de valorisation on a

Dy = EQ [exp T x5, i}/ F

soit
Dy = exp "I Proba® [Sp > K/F)|
or s
5 T — rdr + ocdW®
et donc

1
St = S;exp <r — §o2> (T—t)+o (VVTQ2 — WtQ)
avec W2 — WE ~ R (0,T —t). Ainsi
1
Proba® [Sp > K/F,] = Proba® {St exp (7‘ - 502) (T—-t)+o (T/chw2 — WtQ) > K/Ft]

Q Q@ I(E)-(r-1is2)(T-t
s [13207 () (e

/Fy

Tt
= N (d)
Conclusion
D, = exp TN (d)
avec
d _ ln(%)+(T7%02)(T7t)
o T —t

3.7.2 Digitale sur le sous jacent S — 2éme méthode

Il est possible de valoriser la digitale en remarquant que

oSy —K)*
1{ST>K} = —a—K
ou la dérivée est ici a prendre au sens des distributions. On a alors
D, = E°|exp 7T *1{3T>K}/Ft]
(T d(Sr — K)*
- _ r(T-t) pQ |2\ — %) o
exp oK /Fi
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/F

0K

oSy —K)*
Q A
| 7

- [T ) as

—00

ou g est la densité de S en T sachant F;. g ne dépendant pas de K, on peut
écrire

d(Sp—K)* o [t
Q|95 —K)" _ 9 it
E o/ F; BK/_OO (S —K)"g(S)ds
)
_ Qfig_ iyt
= {(S K) /Ft}
et donc
)
- Y Q —r(T—t) o +
Dy = —3 [E {exp +(Sp— K) /FtH
_ _9G
- 0K

ou Cy est le prix d’un call maturant en T et de strike K. Ainsi dans le cadre
d’une valorisation par formule BS:

[ —
3.7.3 Digitale sur le sous jacent S — 3éme méthode: portefeuille

réplicant et valorisation en présence de smile

En fait la seconde approche n’est pas & considérer que d’un point purement
calculatoire. En effet elle aussi la traduction mathématique de la stratégie de
hedge statique que le trader va mettre en place pour couvrir 'achat/la vente
d’une digitale. Pour le comprendre construisons un portefeuille constitué par
I'achat d’un call de strike K — § et la vente d’un call de strike K + 5. Le payoff
a maturité de ce portefeuille est représenté par la figure 22. En prenant % pour
notionnel de ce portefeuille répliquant on obtient un payoff proche de la digitale.
Ceci est représenté par la figure 23. Le prix du portefeuille répliquant est

0= e (s 5) -0 (s +5)

Or ce portefeuille répliquant n’est véritablement répliquant que lorsque ¢ tend

vers 0. On a donc 50
—_ N _ Y+t
Dy = egl—ri-noovt (&) = oK
soit le résultat obtenu précédemment.
En présence de smile, il ne faut pas oublier que la volatilité dépend ausi du
smile. On a alors
act 8075 80’BS implicite
|9k T ok

Le phénomene est illustrée par la figure 24.

D, =
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Figure 22: Call Spread

payoff du call spread de notionnel 1 pour K=5 et
eps =0.5
0,6
0,5
04 ’
03 — payoff du call
spread de
0.2 notionnel 1
0,1
0 |
0.1 5 10
Figure 23: Call Spread et Digitale
payoff de la digitale et de son
portefeuille répliquant
1,2
T y
0,8 i payoff du call
0.6 - spread de
0’4 | notionnel 1/eps
’ - - - -digitale
0,2 .
0 ‘
0,2 0 5 10
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Figure 24: illustration de I'impact du smile sur lle prix une digitale

forward 100
T-t 2|
discount 0,9
vol strike 80 84,9 85 85,1 90 95 100 105 110 114,9 115 115,1 120]
vol de marché (vol BS implicite) 15,20 13,63 13,50 13,47 12,30 11,60 11,40 11,70 12,50 18,77 13,80 13,83 15,60
prix du marché 19,34 15,31 15,23 15,15 11,48 8,26 5,78 4,09 3,10 2,62 2,61 2,61 2,49
prix BS calculé avec la vol ATM forward 18,49 14,67 14,60 14,52 11,12 8,17 5,78 3,95 2,60 1,67 1,66 1,64 1,02
prix de la digitale avec vol ATM forward 0,813 0,743 0,741 0,739 0,645 0,535 0,421 0,316 0,226 0,156 0,155 0,153 0,102
prix de la digitale avec vol smilée des calls 0,742 0,699 0,698 0,696 0,628 0,532 0,421 0,318 0,239 0,188 0,187 0,186 0,157
prix de la digitale par couverture statique 0,792 0,057
vol implicite de la digitale 9,25 6,60
smile
16,00
15,00
2 14,00
5 1900
2 12,00
11,00
10,00
80 85 920 95 100 105 110 115 120 125
forward du $/Yen

3.7.4 Option barriére

Nous nous intéresserons ici a la valorisation d’'un "Down and In Call" ou "DIC"
maturant en T de strike K et de niveau de barriére H. Un DIC est un call qui ne
s’active que si entre la date de valorisation et la date de maturité le sous jacent
est passé sous le niveau de la barriére. Le payoff d’'un DIC peut s’écrire:

Te(t,T]

(sTfK)H{

inf ST<H}

Nous traiterons ici le cas on K < H.Notons Dic, la valeur au temps 7 € [t,T]
du DIC.
Le théoréme de valorisation? nous permet de dire que :

inf S.<H
Telt,T]

Dicy = EQ [ exp"(T-1 (Sp — K)T1 { }/Ft

avec sous Q
= rdr +odW®

S,

2Le théoréme de valorisation ne mentionnait que les payoffs du type h (St) . Le théoréme
s’applique aussi aux payoffs Z , ou Z est une variable positive Fp—mesurable et telle que
EQ (Z/F;) existe. Fp est ici la filtration engendrée par le prix de I’actif sous jacent S, soit,
darclgs notre contexte ou u, r et o sont non stochastiques, la filtration engendrée par le brownien
w
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Figure 25: chemin et chemin réfléchi

diffusion du brownien entre t et T
0,6
0,4
& 02 Av‘\\ [/\V _
% 0 . ‘ ‘ brownien
5 strike
S 2! Ms /\/ 10 15 €
° "v-v( barriere
= i .
g 04 \'\./ M brownien réfléchi
2 '
c -0’6 T '-,‘\
kN
0,8 L
-1
temps
Figure 26:

Pour alléger les notations definissons I'ensemble A de la fagon suivante:

A(S, H) déf{ inf S, < H}

Telt,T)

Résultats préliminaires Soit B, un brownien sur [t, 7] issu de 0 en t. Soit
deux constantes k et h telles que k<h.
Alors pour b € [k, h] on a

Prob (infBT < h/Br = b) =1
(t,1]
En effet si en T on a By < h alors on sait que la barriére h a été franchie.

Par ailleurs, le principe de réfexion nous donne pour b € [h, +00] :

. g(2h — b)
Prob| inf B, <h/Br =b | = ——
([t,T] /Br ) 9(b)

avec ¢(.) la densité d’un browien en T issu de 0 en t.
Pour une illustration du calcul du principe de réflexion utilisé en (14), se
référer a la figure 26.

(14)

Premiére piste On part de :
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Dic, = exp "It EQ ((ST - K)" 1A(S,H)/Ft)

= exp " EQ((Sr — K) LispsxyLacs,m/Fr)

= exp_T(T_t) |: EQ (STl{ST>K}1A(S)H)/Ft) :|
—E9 (Klgs,>rxylacs,m/Fr)

Exprimons S, 1{s,> K} et 14(s,myen fonction de we

Sp = Sy exp Kr - %ﬁ) (r—0)+o(We- W?)]

(Sr> K} = {Stexp{(r—%UQ) (T—t)+a(W$—WtQ)]>K}
n (5

I (£) = (r—40%) (T —1)

ag

que 1 o1 I)But éCIIIB

(Sr> K} = {W;2 ~WE > KQ}

avec
KQZIH(S%)—(Tf%cﬁ)(T—t)
o
de méme
A(S,H) = {inf ST<H}
Telt,T]
— ; Q_w@e _ g
= {Tel[ltlfT] (WT wWe —H (7')><0}
avec
In (L)~ (r—210?)(T-1)
a2 mE) -5

On remarque alors que si H Q (1) et K Q@ sont parfaitement connu au temps t,
H®? (1) a l'inconvenient de dépendre de 7. Cette piste de calcul n’est pas la
bonne car nous ne pourrons pas utiliser nos résultats de la section précédente.

Changement de probabilité Le calcul de E9 (ST1{5T>K}1A(S’H)/F,5) et de
ER (K * 1{5T>K}1A(S,H)/Ft) serait en fait bien plus aisé si ’on se plagait sous
une proba L telle que:

S; = S;exp JWTL
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En effet, dans ce cas on a :

{Sr > K} ={Wj-w}>K"}

A(S,H) = inf {(wrt-wt <H"}
Te(t,

In (£>
avec HL = 7&

o
Soit donc la mesure L telle que :

dL r— %02 o 1[(r— %02
22— exp(— - T
a0 exp( - Wi 5 )

En appliquant le théoréme de Girsanov on a :

ds-
5 = %Usz + odWt
et ,
dQ r— %O’Q . 1 /(r— %02
dL exp( o T 2 o )
avec o
r—=s0
WE =W+ —2"¢
T‘—lO'2
Pour la suite on notera m = —2

calcul de E€ (K * 1s,~x} Ly <7}/ F})
E9 (Kl{sp<rilacs,m/Fi)

EL (%K * 1{ST>K}1A(S’H)/F75)
B (42/F)

aqQ
EL WK * 1{ST>K}1A(S,H)/FL‘
dL

exp(mW4k — 2m?T)

L
KFE (EL (exp(mWTI: — lm2T)/Ft) * I{WIL,WtL>KL}1A(S,H)/Ft>

2
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Or
EE (exp(mWTL - %mQT)/Ft) = exp(mW} — %mQt)

et donc

E® (Kl{s,<rylacs,m)/Fr)

KE* (exp(m (WJQ - WtL) - %mz (T —1t)) = 1{WTL—WtL>KL}1A(SVH)/FL‘)

K exp (~m? (7 1) B* ( exp(m (W W) )

1{W%—W[’>KL}1A(S7H)/F’5
avec la derniére étape du calcul consiste a évaluer

EL (exp(m (Wi —WE)) = I{W%ith>KL}1A(S,H)/Ft)

EL (exp(m (Wi —WE)) = 1{WIL‘7WtL>KL}1A(S,H)/Ft)
= EL (exp(mBT) * 1{BT>KL}].{ - <HL}>
(.11

— EL|EL (exp(mBT) * 1{BT>KL}1{ i B <HL} /BT>]
L Con

= E' |exp(mBr) * 1{BT>KL}EL (1{ - <HL}/BT>]
.77

= E* |exp(mBr) * 1{p,~ e} Prob” ([injf]BT < HL/BT)]
t,

d’ou

EL (exp(mBT) * 1{BT>KL}1{ inf B <HL}>
[t,T] T

+oo
= / exp(mb) * 1{p,~ 1y Prob” ({111;]37 < H*/Br = b> g(b)db

—0o0

HL
/ exp(mb) Pr ob” (inf B, < H'/Br = b) g(b)db
KL [t,7]

+oo
+ / exp(mb) Pr ob” (inf B, < HY/Br =1b) g(b)db
HL [t,T]

avec ¢(.) la densité d’un browien en T issu de 0 en t.
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Ainsi et en appliquant nos résultats préliminaires:

HL
/ exp(mb) Pr ob” <[inf]BT < H"/By = b> g(b)db
KL

b2
\/ﬁ/ exp(mb) exp( 72(T—t))db
B exp(w) H" (b—m (T —t))°
= T T /K P ( 2m-n )"

2 _ Lfm _
_ exp(m (g t)) /H (T—t) eXp( —y2 )dy
T—1t

2 (T —t) JKE—m(T—t)
_ exp(w) [N (%) . (KL

et :
—+o0
/ exp(mb) Pr ob” ({injf]BT < HY/Br = b) g(b)db
t,

oL
9HL —p)?
Q) 0

\/ﬁ/ exp(mb) exp( 2 (T 1)

27 (T —t) HE 2(T —t)

_ exp(T2L=0 4 9 F Ly /+°° e (_ (b— [2H" +m (T —

y2

exp(imz(gft) +2HEm) /+°°
27 (T — 1)

soit en introduisant la cumulée de la loi normale :

HL

Tt

m2 (T — m (T — L
= exp(# +2HEm)N <%)

conclusion
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HL—2HL —m(T—t) ( 2 (T -1

“+o0
/ exp(mb) Prob” <BT € [b+ db] ,[injf]BT < HL>
t,

exp(im2 <€ ) +2HEm) (1 - N <_—m (T—t)+ H
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E? (K = s>kl acs,m)/Fr)

(23 [ (gl ()]

exp(" =1 21 N (IO

Kexp (—4m? (T —t))

p N (HL—m T—t)) _N (KL—m(T—t)> n

VT—t \/JTtL
exp QHLm)N (%)

calcul de E? (Sr x Lisps>kyliry<ry/Fr) Le calcul est similaire : il faut ef-
fectuer le calcul sous la probabilité L.

4 Construction de la stratégie: approche du trad-
ing

Lorsque qu’'une salle des marchés achéte ou vend un actif dérivé, elle met im-
médiatement en place une stratégie de couverture. Son objectif n’est pas de
parier sur le flux qu’elle aura a payer ou a recevoir en T. Au contraire elle in-
vestit la totalité de la prime regue (dans le cas ou elle vend l'actif dérivé) ou
respectivement elle finance son achat (dans le cas ou elle achéte l'actif) dans
un portefeuille qui & maturité lui délivrera des flux équivalents & ceux qu’elle
recevra/versera dans le cadre de son actif dérivé. Le trader construit donc un
portefeuille global de valeur nulle qui inclut 'actif dérivé et sa couverture, ex-
act inverse du portefeuille répliquant 'actif dérivé, et maintient ce portefeuille
global de facon qu’en T sa valeur soit nulle également. L’objectif du trader est
en fait plus fort : il est de maintenir la valeur de son portefeuille a 0 pour tout
T € [t,T] car son portefeuille de couverture doit étre dynamiquement parfait.
Nous allons voir qu’un tel objectif n’est atteint que lorsque le prix de 'option
vérifie BS.

On note II; la valeur du portefeuille en 7 et ’on se place ici dans le cas d’un
trader ayant acheté 'actif dérive.

En 7 on a:

1, = C; + a; M, + 8,5, = 0| (15)

Entre 7 et 7+ AT, le tradeur laisse dériver son portefeuille. Il le recomposera
a colit nul (stratégie autofinangante) en 7 + A7 puis le laissera dériver entre
T+ AT et T 4+ 2AT etc...
Développons
All; = HTJrAT —1II;

en utilisant par Ito et 1’équation autofinagante (6).
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All, = A(C,+a,-M, +8.S,)
= AC: + a;AM, + 3,AS,

avec

o AM, =rM, At

e 1 5 02C oC
o AC, = 5, AT+ 5 (S70) 552 AT + aSAST
soit
2
AIlL, = @AT + 1 (STcr)2 EAT + gAST + a.rM; AT+ 5. AS,  (16)

or 2 052 oS
Par ailleurs (15) implique
aTMT = - (C‘r + ﬂTST)
et donc (16) devient
oC 1 5 0%C oC

AHT = EAT + 5 (STO') WAT + %AST —rAT (C + /BTST> + 67.AST

Pour se débarrasser du risque que I’évolution de S fait courrir a son porte-
feuille, le trader a neutralisé les termes devant AS; et donc, au temps 7, il a

choisi . = —%. En conséquence
oC 5 0%C oC
AHT = EAT + % (S-,—O') ﬁAT +7r (gST — CT) AT (17)

Or ’edp BS est :

e aC 1 , 0°C
O—E+T<%S7—CT> +§(STCT) m

d’ou si 'edp BS est vérifié par le prix on a bien :
AlL- =0

Interprétons 1'équation (17) terme par terme :

oC
e — A7 est la dérive due au théta : toute chose égale par ailleurs, I'option

-
perd (dans le cas d’un call par exemple) ou gagne de la valeur lorsque le
temps passe c’est-a-dire lorsque la maturité résiduelle de ’option baisse.
Ce phénomeéne est illustré par la figure 27
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Figure 27: Valeur temps

évolution de la valeur temps
5
4,51
4]
3,5
z 3
g 25 maturité résiduelle 10 ans
S TR maturité résiduelle 5 ans
H 21 maturité résiduelle 0 ans
S 1,51
1
0,5 |
0
05 2 4 6 8 10
sous-jacent
Figure 28: Achat d’un call et construction de sa couverture
strike 5
discount 0,9
vol 10%
maturité (T-t) 10
spot prix du call |delta (-1)*delta*spot
5,5 1,25 0,79 -4,32

oC
o <% S, — C’T) AT est le cotit/rendement du financement du call et des
actions : prenons ’exemple ot le trader a acheté un call sur actions. Pour

se couvrir il vend 35 actions (on reviendra sur cette vente a découvert

dans le prochain paragraphe). Les éléments chiffrés sont donnés dans la
figure 28. La vente des actions rapporte 4,32 tandis que 'achat du call
nécessite 'emprunt de 1,25. Au total la salle des marchés doit placer
@S -C

8S T T
somme qui placée sur un temps A7 lui rapportera (4,32 — 1,25) % r x At

sur son compte rémunéré au taux sans risque 4,32-1,25( =

2
o1 (S,;0)* WAT est le gain en "convexité" du portefeuille ou dérive due
2C
au gamma de 'option. Ce gain est a prendre au sens large : si 352 est

positif ce gain est positif, sinon celui-ci est négatif et ce gain est une perte.
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Figure 29: Valeur du call et du portefeuille répliquant en fonction du niveau du
sous-jacent

call et portefeuille répliquant pour un niveau de S a 5.5

4,5
44

35
34

1,5
14

05 |

-0,5 2 4 6 8 gl

AAAAAAA prix du call

prix
N
N o

prix du call & maturité

valeur du portefeuille répliquant

niveau du sous-jacent

Nous illustrons ce gain en convexité par les figures 29 et 30. On voit sur la
figure 30 que le portefeuille global n’est pas sensible au premier ordre au
déplacement du sous jacent (dérivé premiére nulle : on dit qu’il est "delta
neutre"). Ce n’est pas une surprise car le portefeuille a été construit dans
cette optique. En revanche il est sensible au second ordre et la variation
de valeur du portefeuille sera toujours du méme signe, que le choc sur S
soit positif ou négatif. En pratique, le trader laisse son portefeuille "faire
son gamma'" puis se "réhédge" de fagon a toujours rester "delta neutre".

4.1 Vente a découvert

Revenons sur la vente a découvert que le trader a effectuée pour couvrir son achat
oC
ﬁ = _/BT
et pour cela rentre dans une opération de repo qui lui permet de les emprunter
entre 7 et 7+ Ar. Il combine cette opération repo avec la vente spot des actions
: Iopération résultante est une vente a terme. Le tout est illustré par la figure
31.

Valorisons cette position en 7 puis en 7 + A7. Pour simplifier on admettra
que le taux court et le taux repo sont égaux soit

du call. Pour vendre 0,79 = action, le trader doit les emprunter

T = Trepo

On note II% la valeur en 7de cette position et IIL, 1 sa valeur en 7+ A7. On
a I1L = 0 par définition de la vente & terme de I'action. En revanche en 7 + A7
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Figure 30: Valeur du portefeuille global en fonction du niveau du sous jacent

portefedille : call + couverture

—— portefeuille : call + couverture

0,5 -

valeur du portefeuille global

-05

niveau du sous jacent

cette position est valorisée par

Srx (1+7r=*AT) (flux certain : prix a terme de l’action)
ocC | —
1 —_
N oS g pour rendre l'action le trader
THAT doit en acheter une au prix prévalent en 7 + At
Notons AITL =11, \ — 11}
on a: o
ATLL = a5 [Srx(1+7*AT) — S Ar]
soit
oC
AH}_ = % [ST*T*AT—AST]

Reconsidérons maintenant le reste du portefeuille global que notre trader
avait constitué : I’achat d’un call et le financement de cet achat. En 7 cette
partie du portefeuille vaut 0 par construction:

2 = C,(le call) — C,(endettement sur compte & taux sansrisque)
0

Ent+A7rona:

2., = Criar(lecall)

C-(1+ r = Ar)(financement sur compte & taux sans risque)

o1



Figure 31: vente a découvert

t t +dt

< Si(IHrepodt)

Opération de
“repo”

St

v

DR SR S
4._._ »

Vente “spot”
de I’actif

T <+ St ( 1+rrepodt)
I
I
v
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Figure 32: Données chiffrées pour un put

strike 5
discount 0,9
vol 10%
maturité (T-t) 10
spot prix du put |delta (-1)*delta*spot
5,5 1,25 -0,21 1,17
et donc

AIZ = AC, — C,(r + A7) |

On obtient alors sur la globalité du portefeuille et en appliquant Ito:

All, = ATl + A2
oC oC 1 5 0%2C
= [E +7r <%ST —CT> +§<S7-O') W} AT

et donc bien 'équation (17).

4.2 TD : achat d’un put ;

montrer que sous AOA le prix d’un put est donné par

P, = exp_T(T_t) K-S+ C

par mise en place d’un portefeuille de couverture statique contenant ’actif sans
risque, ’action et un call. Etude du portefeuille de couverture dynamique avec
les parameétres chiffrés donnés dans la figure 32 :

4.3 TP : vente d’un call et couverture en temps discret

Nous sommes en t et vendons a I'un de nous client un call maturant en T. Le
trader gérant la position se hedgera n fois d’ici & la maturité : il rebalance son
portefeuille tous les AT = (T —t) /n

En t le portefeuille est constitué de:

e -1 * call -> valorisation : II} = —C}
e sa couverture en actif risqué -> valorisation : II?= f3, x S; avec

_ac
08

On remarque que B, > 0 : pour couvrir une vente de call il faut acheter
des actifs sous-jacent

B
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oC

e son financement -> valorisation : I} = C; — 35 * Sy
On vérifie que l'on a effectivement lors de la constitution du portefeuille :
I =I; + I} + 11} = 0 (18)

Le trader laisse le portefeuille dériver entre ¢ et ¢t + A7. On obtient par
simple dévelopement limité:

Mynr = —Ciinr(Setart)
oC oC 10%2C
= = |Ci(8) + Z AT+ S2AS, + 35 (AS,)?

Or (équation de diffusion de S sous la probabilité historique, celle que vit le
trader)
AST = St-i—A‘rt — St = StMAT + StO'AW

et donc
(AS;)? ~ (S;0) (AW)? = (S,0)* AT Xy

ot X; est un chi?
Ainsi
ocC ocC 0%C

M, a ~ 10 — 5y —AT +8SAS + - (Sta) ATXlW

IT7, A, et IIY, o se calculent aisément :

oC
Ht-‘y—AT — H2 + %AS

I, o, = II3 % (1+7AT)

ainsi
Miyar = M, + 17 A + 1A,
~ I} + 17 4 117 — [ZCAT + = (St0)° ATX1%:| + 13 rAT
= 00— [ZCAT + 2 (S10)> ATX, ZSCQJ + 103« rAT
et donc :
Mipnr ~ — [ngrJr (Si0)° ATX, ZSC} + 112« r AT (19)

or I’équation (18) nous permet d’écrire:
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H?:—Hi—ﬂfzct—%*st (20)
D’ou
oc 1 9*C  oC
HH,ATZ— E+§(St0)2Xlw+%*TStT—TCt AT (21)

Or le prix du call vérifie PTEDP BS et I'on a donc
_ o 1 2 02C  0C

0 or + 5 (StO') W + % * TStT — T‘Ct (22)
(22)*Ar  + (21) donne:
1 9*C
Werar = Uiy ar + T ar + 1A, 3 (S10)* (1= X1) 55287

En t +A7 le trader rebalance sa position de fagon a rester "delta neutre".
Le rebalancement du portefeuille n’implique aucune modification de sa valeur
mais modifie sa compostion:

o I}, n, = —Criar
oC
° Ht2+AT =35 (Styar, t+AT) * Stiar
) ) oC oC
b H?—&-AT = H? * (1 + TAT) - % (t + ATv St+AT) - % (ty St) * St-‘rAT

oC
(Par la suite on omettra (St ar, t + A7) dans les expressions 55 (Styar, t+AT))

La valeur du portefeuille est inchangé c’est a dire que 1’on a encore:

9%C

WAT

( 1w
Mepnr = nr + 17 Ar + 17 0, 3 (Sio)” (1 — X1)

Le calcul de II;1oa, s’effectue de fagon similaire a deux équations prés, du
fait de la non nullité de IT;1 A, : il faut remplacer (19) par:

oc
052

aC 1
Ht+2A7— >~ Ht+AT — | =—AT + = (StU)Q ATXQ

5, 5 —|—H?+AT * AT

ol X3 un chi? indépendant de X;, et remplacer également I’équation (20)
par

C
G ar = I ar = T ar + Tiyar = Copnr — 35 " St+ar + Mipar
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On obtient alors

oc

552 AT

1
Ht-l-ZAT >~ (1 + TAT) * Ht+AT + 5 (St+ATU)2 (1 - XQ)

Et de fagon générale

1 9 820
Mipinr ~ (1 +7rAT) # iy i—nyar + 3 (St(i—1)ar0)” (1= X;) WAT
soit encore
1 2 820
Al i-nar = il i-nar AT + 5 (Stii-naro)” (1—X;) o
Sil'on pose Yy = IL. * exp(—r * (T — 7))
On obtient
; 1 2 >*C
AYir-pyar = exp(—r+(T — (¢ + (i - 1)AT)))*§ (Str-1ar0)” (1 - X5) 052 AT

Placons nous dans le cas ou r = 0 et évaluons l'erreur de hedge sur une sous
période [t,f], avec t + mAT =t < T, sur laquelle on peut considérer que

1 2 02C
5 (StJr(ifl)ATo-) @

est & peu prés constant le long de la trajectoire et vaut A (cette hypotheése n’est
pas tenable sur une trop longue période car le gamma est susceptible dévoluer
fortemment, notamment lorsque 1’on se rapproche de la maturité ), on a :

On obtient alors

EP (Ys—Y;) ~ Ax <§ :Ep(l—Xi)AT> =0
i=1
et par indépendance des X;

VP (Ya-Y) ~ A%« (f vP (- X)) (AT)2>

[2
=
™
2
3|
N ¥
<
)
3
Q
S

1
b
N
|
|
~
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enfin si I'on remarque que Y; = II; = 0 et que Y7 = II; on peut conclure que

EP (Il; — 10,) ~ 0

et

A% (T— t)2 Var(Chi?)
n

VP (H{ - Ht) ~

Ces deux derniéres éqautions nous permettent de conclure que II s’écarte au fil
du temps de sa valeur initiale 0 mais que cet écart tend vers 0 avec ’augmentation
vers l'infini du nombre de rebalancements entre t et 7.

5 Formule BS pour un sous-jacent versant des
dividendes

5.1 Actions

Nous allons désormais nous placer dans le cas ol le sous-jacent, une action, verse
des dividendes. Nous allons considérer pour simplifier que ces dividendes sont
connus et qu’ils peuvent étre représentés par un taux de rendement instantané
6. Autrement dit une action de valeur S, entre 7 et 7 + d7 rapporte

08, dr

a son détenteur. Notre objectif est de calculer la valeur d’une option sur cet actif.
Nous nous plagons toujours dans la situation d’un trader qui achéte une option
sur action. Le trader construit un portefeuille contenant ’option, des actions
et leur financement au taux sans risque. Pour établir I'’équation BS nous allons
procéder en adoptant une démarche de trading :nous allons chercher I'edp BS
que doit suivre le prix de 'option pour que le portefeuille global soit de valeur
nulle & tout temps 7.
La détention d’action versant des dividendes implique que la stratégie de
couverture n’est plus autofinangante mais intégre la reception de ces dividendes
lorsque le trader "se réhedge" il peut compter sur 'apport des dividendes
pergus. L’équation suivie par (a.,3,) n’est plus (6) mais devient :

ay Mo+B.Sy = ay My+f3,S:+ / s d M+ / B,dS,+ / 58,S,ds
t t t
dividendes pergus durant la période
(23)
Oou encore sous une forme phlb concise:
d(asMs + B,Ss) = asdMy + 5,dSs + 05,5:ds (24)
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On note II; la valeur du portefeuille en 7 et I'on se place ici dans le cas d’un
trader ayant acheté 'actif dérive.
En 7 on a:

I, =C-+a.M,+ 5,5 =0
En appliquant (23) et Ito AIL, s’écrit désormais :

e 1 2 0°C oC
AHT = —AT + = (STJ) WAT + %AST

+a,rM AT+ 5,.AS; + 08,5 AT

on a toujours

a-M; =—(Cr + 8,5:)
et donc
oC 1 5 02C oC

AHT = EAT + 5 (STO') WAT + %AST (25)

_TAT (C‘r + /BTST) + BTAST + 6/87—STAT

Pour neutraliser son portefeuille aux chocs AS; le trader choisit toujours :

oC;
b= s
L’équation (25) devient alors :
oC 1 2 0%C;
AH-,— = EAT + 5 (STO') WAT —
oC, oC;
rAT (C’T — WST> -0 B SrAT
I’edp que doit suivre le prix de 'option est donc :
oCc 1 5 02C oC
E+§(SU) w—TCT+<T—6)%S—O (26)

5.1.1 Résolution de 'EDP de valorisation d’un call sur action

Enoncé du TD En effectuant le changement de variable suivant :

{X = Sxexp oT-7)

T =T
résoudre ledp (26) avec la condition limite :

C(S,T)=(S—K)" (27)
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Montrer alors que le prix d’un call sur actions versant des dividendes est donné
par :

C(S;,1) = E [exp*r@*t) (Sp — K)* /Ft]

avec sous Q :
= (r —0)dr + cdW®

Solution On définit la fonction F par :
F(X,7)=C(S,71)
on a donc :
C(S7)=F(X,7)=F(X(57),7)

Réécrivons le systéme formé par I'edp (26) et la condition terminale (27) en
fonction de F et X.

On a:
L 0C _OFOX 0RO OF OF
dr ~ 90X Or or or oxX  or
.@—8_F8_X+0_Fﬁ— —5(T—T)0_F+0
S " 9xas  aras P X
oF oF
—o6(T—7) 2~ —6(T—71) 2~
. PC 0 (eXp 8X) a_xf (eXp ax) O asirm) PF
952 ~ X s ar as — P 9X2
et
e C(S,T)=F(X,T)=(X-K)"
L’edp (26) devient :

80 1 2 8 C aF 8F 1 5(T*T) 2 725(T7T) 82F
o + 35 (So) %SC? rC; _ 5X0X + 5 + 3 (Xoexp 8F) * exp e
_ et _ —6(T—71) Z—_ 6(T—1)

+(r—9) 855 o ;;f ) exp aQFaXXeXp o
_ il - 1 2 Y5 _ -
= f;;ﬁX + o + 28(2)120) *8FX2 +(r—19) 8XX

- 1 2, 27 -
o T3 (o) g trox X

et la condition terminale étant donné par :

F(X,T)=(X-K)"
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On reconnait 'edp BS classique. On a donc :
F (X, t) = E? [exp*T(T*t) (X7 — K)' /F,

avec sous Q :
= rdr + odW®

X,
ou encore en effectuant un changement de variable :

C (S;,t) = E° [expr(T*t) (Sp— K)* /Ft]
avec, en appliquant Ito, sous Q

as;

g = (r—90)dr +odW®

5.2 Change

Si nous avons placé cette section sur la valorisation des options de change dans
le chapitre des options sur sous jacent versant des dividendes, c’est parce que les
analogies sont trés fortes entre les options sur actions et les options de change.
Plagons nous dans le cas d’options d’achat/vente de dollar en euro. Le sous-
jacent de l'option est le dollar et le prix en euro d’un dollar sera noté X, .
Pour se couvrir ces opérations les tarders achétent ou vendent des dollars et les
placent sur I'actif sans risque de I’économie américaine. Si ’on note ¢ le taux
court rémunérant le placement sans risque de 1’économie américaine, on peut
écrire que la détention d’un dollar entre 7 et 7+ d7 rapporte, exprimé en devise
domestique:
r¢ X, dr

Economiquement on peut considérer que les dollars sont des titres de pro-
priété sur I’économie américaine, et donc en quelque sorte des actions sur cette
économie, et qu’a ce titre il verse des dividendes au taux r¢. A partir de ce
point, la gestion du portefeuille de trading est strictement équivalente a celle
décrite dans la section précédente. On a donc pour le prix d’un call sur dollar :

C = E? [exp T (X7 — K)* /Ft]

avec sous Q:
X,

X,

= (r—7r)dr + cdW®
et donc
Ct,T,rre, X, K,0)=Xexp " TD N (dy) —exp " T KN (dy)
avec

e X la valeur du taux de change en ¢
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In(X/K) + <7‘ — ¢+ %0’2) (T —t)
oT —t

In (X/K) + <1" e %cﬂ) (T —1)
oVT —t

La formule peut aussi s’écrire en fonction du taux de change forward
—r¢(T—t)

°
S

S
Il

[ ] d2:d1—0' T—t=

T _ &sp - 7
Xp =X exp—"T—0)

C (t,T,r,v°, X K,0) =exp " T [XIN (d1) — KN (dy)]

6 Théoréme de valorisation dans le cas multi-
dimensionnel et avec coeflficients de diffusion
stochastiques

Soit un marché composé de d+1 actifs.

e un actif sans risque dont la diffusion sous la probabilité historique P est

donnée par
dM;

=r.dr
M, T
e d actifs risqués qui sous P ont la diffusion suivante :
; d
dSs: . i p
5 e+ Y
T =1

ou avec des notations vectorielles

= = pldr + ot T daw’?

T

avec W = (Wlp, e WjP..., Wf) brownien d-dimmensionnel. On note F,
la filtration naturelle associée & WW. On suppose par ailleurs que

e 7, /i et o sont mesurables, F.—adaptés, uniformément bornés sur [¢, T]*(2;
7 est positif.

e La matrice o, est inversible, son inverse est borné pour tout 7 € [t,7T], o,
est prévisible.

_ (0 (i
0<i<d — (7T ’ (Wz)gigd)de
processus F, adaptés et tels que si 'on note 7, le vecteur formé des d

AN , — 0 —Tr o
derniéres coordonnées de 7, et X, = 7M. + 7;*".S, la valeur en 7 de
la stratégie on ait

e une stratégie autofinagante est le d+1-uplet (77’)

dX, = 7%dM, + 7277 .dS,
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6.1 Théoréme

Dans le marché tel que définit précédemment on demontre que :

e 1 probabilité @) équivalente a P telle

; d

ds: "y

SiT =r.dr + E aidejQ
T =1

soit avec des notations vectorielles

ds: 2 ol
5; =rpdr + ot T AW

T

e quelque soit Z variable Fp-mesurable et telle que E9 [exp_ [ rsds 7 / Ft} alors

il existe une stratégie autofinangante fondée sur les actifs de base (actif
sans risque et les d actifs risqués) qui finance Z

e ¢t dont la valeur pour tout 7 € [t, T] est donnée par:

C, = E° |exp~ [ rads Z/FT}

e la diffusion de C; sous P peut s’écrire

dcC;

—_— —
o = Hrdr ol AW’

—
avec uf =7+ Uf.y
de l'actif C.

N
- avec A, vecteur de prime de risque indépendant

6.1.1 Démonstration
—

e on pose A, = 0;1. [/TT) — ?"-,—T] . Les hypotheéses faites sur o, ;TT) et r-
impliquent que A - est borné. On peut alors appliquer le théoréme de Gir-
sanov multidimentionnel qui montre qu’il existe probabilité @) équivalente
a P sous laquelle on a :

i d
d;; =rqdr + Z ai’dejQ

j=1

avec (deQ) ~ brownien sous Q.
J

e sous cette probabilité Q les stratégies autofinagantes vérifient :
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dX, = %M, +7.7".dS,
i=d .
= 7%dM, + Zizl oo dSL
0 =d ;o i:diidijQ
= mir-M:d; + Zi:l mSiredr + Zi:l .Sy o dW ;
j=1

= X,r.dr+ Q_T)TT. {O’T.WQ]

% 81
w2 x §?
-
avec 0 =
7T.d—l * Sd—l
7% ¢
puis en posant
T 1
R, = =[] rsds—
exp™ (= )
on obtient : - N
d(X,R,) = R()G.T". {O’-,-.dWQ}
soit encore :

X, R, = X, R; + /T RO, [op.a@]
t

e on pose N, = E@ {eXp* S rods Z/FT] N, est une martingale.sous Q.

D’apres le théoréme de représentation des martingales il existe un proces-
— T T U0 . X .

sus h, tel que N, = Ny + ft ht7.dW%. En identifiant N, & X, R,, on

pose : ~
2 _ (7] " hs
T R,
et Pon obtient : Ny = Ny+ [, Rse_;Tr. {US.dWSQ} avec Np = exp™ [ rsds 7.

On conclut en posant

Vie{1,2,..,d}
0;
5 = —_
Si
et
N, d
o miS;
7.‘.O — RT Zl
T MT

et en vérifiant que la stratégie obtenue est effectivement autofinancante et
que sa valeur est X, avec

X, = B9 [exp* [ rsds Z/FT}
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6.1.2 rappel

Le théoréme de représentation des martingales qui a été utilisé ici est une exten-
sion du théoréme classique. Nous rappellerons ici I’énoncé.de cette extension (Cf
Marchés Financiers en temps continu, Rose-Anne Dana et Monique Jeanblanc,
p153)

Soit (Bs);>, un P-mouvement brownien, soit F; = o (Bs,s <t) sa filtra-
tion.Soit L; une densité de Girsanov s’écrivant

Ly = exp (/Ot h(s)dB, — %/Ot hQ(S)ds)

avec h bornée. On sait que B, =B, — fot h(s)ds est un Q-mouvement brownien.
En général, la filtration ﬁt =0 (E;, s < t) n’est pas égale & F; . Cependant on
peut montrer que le théoréme de représentation prévisible des martingales est
encore vérifié sous Q:

Toute Q — F; martingale continue s’écrit fot d)(s)dE, ol ¢ est un processus
prévisible satisfaisant :

t
/ $*(s)ds < +o00 P —p.s. (ou P —p.s.)
0

6.2 Formule BS avec taux d’intérét stochastique

On se place & nouveau dans la configuration d’un call sur un actif ne versant
pas de dividendes. Nous allons calculer la formule BS lorsque le taux court est
stochastique. Supposons que dans notre monde multidimensionnel nous avons
I’actif sans risque M, lactif risqué et le zéro-coupon maturant en T. D’aprées le
théoréme de valorisation précédent nous avons

C, = E9 |lexp~ [ rads (St — K)+ /Ft} (28)

Avec sous Q:

dS- =r.dr + U_;CW/Q

S,
dB;
=r.dr + @WQ
dM.;
M rrdr (29)

avec donc, cette fois, 7 stochastique.
Notons 3, = expjo sds En appliquant Ito on montre facilement que:

ds= N
e Frawe
B
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QU
&

e GRdw e (30)
B,
Posons maintenant :
B, 1
L,=——
B, Bo

(30) implique que L, est une martingale sous Q strictement positive. Par
ailleurs Ly = E9 (L7 /Fy) = 1. L1 peut donc s’interpréter comme une densité de
T
Radon Nycodym % caractérisant une probabilité QT dite probabilité forward
neutre associée a la maturité T. Par ailleurs on remarque que:

et donc . 1
—
L. = exp U FRAWe — -/ ||E§|2ds]
0 2 Jo
Ainsi en appliquant le théoréme de Girsanov on a
—_—
AW, Q" = dW,.9 — Ghdr

=0T . T . . T 0T
avec dW,.9 brownien sous Q7. L, s’écrit également en fonction de dW,?

T 1 T
L, =exp [/ Fudw,Q" + 5/ 75 ds]
0 0

M
Montrons maintenant que B—T et % ainsi que —— sont martinguales sous

T T T
Q"

T S
aQ T
£ (—Sf /F) > < @5,/ F>
B.'"° QT
- EQ (12 /F,)

B, 18
Q=T - =7
" <BT BOBT/FS)

B- 1
Q (=~ _—_
B (ﬂT By /Fs)
1 S~
55 (F/m)

1 B
—ER(=L/F,
Bo (57/ )
Ss

B,
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Un calcul similaire nous montre que % ainsi que B_T sont également martin-
T T
gales sous Q7. On en déduit alors rapidement :

ds=

B (G5 — T pldwe” (31)
B,
ainsi que
dg_T — QT
= = —apdW® (32)
B,

Reformulons notre équation de valorisation (28)
c, = E@ [exp— [ reds (g5 — KYF /Ft}
EQT {jQ—QT exp= 7T (S0 — K)F /Ft}

5 [

Calculons les deux termes de ce ratio. Au nominateur :

g i
B9 T gT exp~ o 4 (S — K)F /Ft]
= EQT Li exp_ ftT rsds (ST _ K)Jr /Ft:|
LT
r| 1
= B9 | e [0 (Sr - K) R,
L B Bo

BoE?" [(ST —K)* /Ft]
en remarquant que By = 1.Au dénominateur :

r [ dQ
£ | T m]
- g9 _L_lT/Ft]

1
51/t

L Br Bo
ByE?" [g—; /Ft]

_ EQT
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d’apres I’équation (32)

d’ou

ainsi :

c, = E@ [exp*f?rsds (STfK)+/Ft] (33)

|
=
=
Q
5

ue 'on peut résoudre avec la connaissance de la diffusion de 2= sousQ? qui
B

nous est justement donnée par (31) . Si I'on suppose que o’ s — & g n'est pas
stochastique on obtient

S
C, = B; [ﬁN(dl) —KN(dg)}
t
avec
1
In (%/K) +50% (T —1)
d pu—
*a oI —t
e dy=d —oJT —1
e o=|0os— g
S,

Soit si 'on pose ST = ="
B

Cy = B[S/ N (di) — KN (dy)]

avec
1
In (¢ /K) + 50 (T =)
d =
* o oVl —t
[] d2=d1—0'\/T—t
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Figure 33: Flux induits en T par un contrat de vente forward en cash settlement

T

<« pf

v

Cette formule est & rapprocher de la formule de valorisation BS exprimée en
fonction du prix forward de I'actif que nous avions établi dans le cadre des taux
non stochastiques (cf equation 13). Nous allons montrer dans le paragraphe
suivant que dans le cadre du modéle BS & taux d’intérét stochastique ST =

S, . . .
Et est effectivement le prix forward en t de P’actif S pour un contrat forward
t

maturant en T.

6.3 Prix forward d’un actif

Le prix forward en t d’un actif pour un contrat forward maturant en T est tel
que le prix en t des flux en T induits (cf figure 33) par le contrat forward est 0.
Soit, en notant P/ ce prix forward :

E@ {exp— S reds pf /Ft] — B9 {exp— ST reds ST/Ft}
Or d’aprés le théoréme de valorisation de la section 6.1
EQ [exp* [ rads pf /Ft} = PIEQ [exp* S reds /Ft}
= plpe [exp— I reds g7, T /Ft}
PIB(t,T)

et
E¢ [exp— S rads ST/Ft] =5

En conclusion:

F__ S

B(t,T)

ou B (t,T) est le prix en t du zéro-coupon maturant en T.
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Part 111
Modéle de smile

La présence de smile sur les marchés des taux, des actions et du change ont
poussé les opérateurs a trouver des processus de diffusion des sous-jacents qui
leur permettent d’expliquer le phénomeéne de smile. L’objectif est double : il
s’agit de pouvoir donner un prix & des payoffs ou la réplication statique n’est
pas enviseageable mais aussi de mieux se couvrir. Nous alons étudier 3 modéles
a smile : le modele log-décalé, qui comme on le verra peut s’interpréter comme
une combinaison linéaire d’'un modéle normal et d’un modeéle log-normal, le
modeéle 'Dupire’ & volatilité locale dépendant du temps et du niveau du sous
jacent et enfin le modele SABR o la vol dépend du sous-jacent mais également
d’un parameétre stochastique non corrélé avec le sous jacent.

Pour un appronfondissement la lecture des articles suivants est recommandée:

e A theory of Volatility, Antoine Savine
e Towards a Theory of Volatility Trading, Peter Carr, Dilp Madan

Managing Smile Risk , Patrick S. Hagan, Deep Kumar, Andrew S. Lesni-
iwsky, Diana E. Woodward

A Risk Neutral Stochastic Volatility Model, Yingzi Zhu, Marco Avellaneda

Pricing and Hedging with Smile, Bruno Dupire

7 Modéle log-décalé

On se place sous la probabilité forward neutre Q7 associé a la maturité T.
Sous cette probabilité le prix forward de I'actif est martingale. La diffusion du
sous-jacent s’écrit de la maniére suivante :

dSTT T
T — = odW 34
ST +m (34)
avec m parametre constant.
Soit encore

dSTT

o7 = toc (S7) aw "
avec
ST +m

Oloc (ST) =0 = T
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7.1 Valorisation d’un call.

On se place dans le cadre du paragraphe 'Formule BS avec taux d’intérét sto-
chastique’ et I'on reprend le calcul de valorisation du call & partir de I’équation
(33). On pose

L,=5"+m

On a:
oLt:StT—I—m
.LTZS%—FTR

dL,

T

o Ci=BE?" (Sf — K)" /R| = BiEQ" [(Ly — (K +m))" /F]

= odW Q"

et donc:

Ci = Bi[LiN(di) = KN (dy)]
By [(Sf +m) * N (di) — KN (da)]

avec

SF+m 1,
1“(m)+5°' (T =)

ovT —t
° dgzdlf(f\/T*t

.dlz

7.1.1 Lien avec le modéle de taux Ho and Lee

Nous sommes en t. On cherche & valoriser un cap sur taux §M maturant en T.
On se place dans le cadre ’pre fixing post payment, c’est-a-dire que que payoff
du cap fixe en T mais le payment est effectué en T'4+ 6 On note C; la valeur
ducapen 7. On a:

C, = E [exp* I rads s (yp — K) % B(T, T + 0) /Ft]
= B9 [exp I (yr — ) /B
= B#T+0)EY " [(yr—K) /F]
Le taux M en T est donné par :

1

—— =BT, T+0
14 Oyr ( +9)
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1 1
501 == |\ — 1
solt yr =5 B(T,T +6) ]
Posons

T _ l B (TvT) 1
=9 BT +0)
(il S’agit du taux forward). On a

b Z/;‘-F =yr
B(r,T)
T d| =————
dy, B(r,T+0)
[ ] =
B(r,T+0)
Dans le cadre du modéle Ho and Lee les prix zéro-coupon suivent sous la
probabilité risque neutre la diffusion :

dB(m,T
# = TTdT +opgr * (T— T)dWQ
On montre aisément en utilisant des raisonnements analogues a ceux développés
B(r,T
dans le paragraphe "Formule BS avec taux d’intérét stochastique’ que %
est une martingale sous QT?. On en déduit que sous QT+ on a :
B(r.T)
B(r,T+0) QT+o
W = —0H[L * 0 dW
B(1,T +0)
et donc T’
dyT QT+9
1+9y¥1 :*O'HL*O*CZW
soit encore "
dy 2 T+o
— T — oy 0% xdW?
1/6+y7 ~  7HE

7.1.2 Remarques et exemples numériques

Remarque 1 Une bonne approximation des volatilités implicites est donnée
par:

o S+ K
ST+ K 1 toc 2 2
T.K) =0y | = e —s—x 2 /J . (sT _ K
ops (T, K) ‘”( 2 )* Tt <S§F+K)*(t )
Oloc
2

ol pour une date de pricing t
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e ops (T, K) est la volatilité implicite du call de maturité T et de strike K

e S le forward pour une maturité T du sous jacent vu en t.

Remarque 2 L’équation de diffusion (34) peut également s’écrire:

dST = q5dW?" + (1 — q) ST5dw "

avecm=gqo et (1—q)oc =o0.

Exemples numériques cf figures 34 et 35.

8 Modéele a volatilité locale non paramétrique :
modeéle dit de ’Dupire’

8.1 Formule de Tanaka

La formule de Tanaka est une extension du lemme d’Itd que I'on applique aux
distributions. Soit f(t,x) une fonction et X un processus d’It6 qui s’écrit

dXt = /.Ltdt + Utth

of(t, X¢) of(t, X) 19%f(t, Xy)
9% dt + ox, dX; + 5 8Xt2

N af(t7Xf) azf(taXt)

ou ox, et OX?

df (t, X¢) = ordt

sont & prendre, si nécessaire, au sens des distributions

8.2 Application
8.2.1 Equation de Focker-Plank
On prend f(¢, X;) = 6, (X¢) et

dXt = /.L(t, Xt)dt + O'(t7 Xt)de

On obtient :

’ 1 ’
e (3X0) = |8, (X (8. X0) + 50, (X0) 2 | i+ 0, (X,) o, X

équation a laquelle on applique 'opérateur Espérance :

x x 20, (z) o2 .
do, (z) = [a‘%’t(a)mﬂ(t >+%8 wt(gmz(uX)]dt
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Figure 34: Log décalée : modeéle de taux Ho & Lee

S; 5%|strike 3,50% 4,00% 4,50% 5,00% 5,50% 6,00% 6,50% 7,00% 7,50%
T-t 2|prix 1,396%  1,008% 0,675% 0411% 0,225% 0,109% 0,046% 0,017%  0,005%
discount 0,9]BS implied vol 19,276% 18,088% 17,096% 16,230% 15473% 14,801% 14,202% 13,665% 13,191%
vol 0,2%|proxy (ATM) 16,20%

m 4]proxy 19,22%  18,05%  17,06%  16,20%  1545%  14,79% 14,19%  13,66% 13,17%
volbar 16%

strike

20,0%

smile Ho&Lee

19,0% -
18,0% A
17,0%
16,0% A
15,0%
14,0%

——vols implicites

13,0%

T T
3,00% 4,00% 5,00% 6,00% 7,00% 8,00%

vol implicite BS

taux a maturité

40

densités log-normale et log decalée H&L

35 4
30
25 4
20
15 A

—H&L

——VLog normale a
variance égale

10
5 1
0

SN

0,00%

T T T T

2,00% 4,00% 6,00% 8,00% 10,00%

densité
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Figure 35: Log décalée

S 5%]strike 3,50% 4,00% 4,50% 5,00% 5,50% 6,00% 6,50% 7,00% 7,50%
T-t 2|prix 1,351% 0912% 0518% 0,228% 0,073% 0,017% 0,003%  0,000%  0,000%
discount 0,9|BS implied vol 10,150%  9,709%  9,324%  8,998%  8,710% 8462% 8253% 8,065% 7,876%
vol 3,0%|proxy (ATM) 9,00%

m 0,1]proxy 10,13% 9,69% 9,32% 9,00% 8,72% 8,47% 8,25% 8,05% 7,86%
volbar 9%

smile Log décalée

11,0%
10,0%

——wols implicites

9,0%

strike

8,0%

7,0%
3,00% 4,00% 5,00% 6,00% 7,00% 8,00%

vol implicite BS

densités log-normale et log decalée
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et donc

Dy (z) = Opr (@) plt2) | 107, (2) o*(t, Xo)
ot ox 2 0x?
soit ’équation de Focker-Plank régissant la densité du processus X,

8.2.2 EDP suivi par le prix des calls et équation de la vol locale

On prend f(t,X;) = (X; — K)" et
dXy = p(t, Xe)dt + o(t, X3 )dW,
L’application de la formule de Tanaka nous donne :
d(Xe — K)" = 1(x,>x3dXe + %51( (Xy) o2(t, Xy )dt
soit, en appliquant I'opérateur espérance :
dE (X; — K)* = %pt (K)o (t, K)dt
On note C(¢, K) le prix au temps 0 d’un call de strike K maturant en t. En

supposant les taux a zéro on a C(t,K) = E (X; — K)Jr. L’équation précédante
s’écrit :

PR o (K)o (1. )
En utilisant le fait que
_9*C(t,K)
o (1) = o)
on obtient :
oC(t, K)
o(t, K) = QJW,K)
OK?

9 Modéle SABR (Sigma Alpha Beta Rho)

Le modele SABR propose de ne pas réduire la stochasticité de la volatilité locale
a la seule dépendance de cette volatilité au sous jacent et ajoute une source de
bruit supplémentaire. Le forward suit la diffusion suivante :

o dF = FPogdW!
o dog = aogdW?

o (AW'dW?) =p

(6]



Figure 36: Smile SABR 1

smile SABR
Forward 5,5%-6,5%-7,5% SigmaBeta 1,6% Beta 0,5 Alpha 30% rho -25%
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Figure 37: Smile SABR 2

smile SABR
Forward 5,5% SigmaBeta 1,6% Beta 0,5 Alpha 40% rho -25%

25%

20%

15% - ——smile SABR

10% -

5% T T T T T
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Forward 5,5% SigmaBeta 1,6% Beta 0,5 Alpha 30% rho -40%
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L’impact des paramétres sur la forme des smiles implicites est illustré par
les figures 36 et 37.

Une augmentation du parametre og induit une translation du smile vers le
haut. Une diminution du parameétre 5 accroit le ’skew’ de méme qu’une diminu-
tion du parameétre p. Enfin une augmentation du parameétre «, la volatilité de la
volatilité oz accroit la convexité du smile. L’ajout d’'une dimension stochastique
pour la volatilité permet donc d’atteindre des smiles convexes qui n’étaient pas
accesibles sous des modéles du type ’log-décalé’. Mais ce que permet surtout
I'utilisation du SABR c’est un hedge plus compatible avec la dynamique du
smile. Comme on peut I’a vu en TD & partir d’'une analyse simple de la formule
(35) pour le modele log-décalé, I’évolution du forward, & paramétre m inchangé,
fait évoluer le smile d’une fagon qui peut étre incompatible avec I’évolution réelle
du smile de marché et induire un delta hedge moins efficace quun delta hedge
évalué a partir d’un simple modeéle BS.
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